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Forord

Jeg har valgt at skrive et speciale, som hovedsageligtibaktioget materiale, som
henvender sig til leesere pa gymnasie-niveau. Det har jeg, fardi jeg interesserer
mig for undervisning, og fordi jeg selv agter at undervisgmgasiet. Hele dette pro-
jekt har jeg set som en meget relavant forberedelse pa dayawe.

Jeg vil ikke ligge skjul pd, at den lidenskab, jeg altid haft fer matematik, under
mit studie flere gange har veeret ved at drukne i den modernenmasiks vanskelige
tilgeengelige form. Jeg kaster ikke skylden pa andre end elig men vil alligevel
gerne takke mine vejledere Kirsti Andersen og Tage Bai Aselefor at have hjulpet
mig med at genfinde denne lidenskab.

Jeg vil ogsa gerne sige tak til de gymnasielaerere og gynelasar, som pa for-
skellige mader har veeret involveret i projektet.

Jeg skylder stor tak til Bjarne og Peter for, at de gennem preleessen har veeret
klar til at diskutere og kommentere de ideer, jeg har haft oreervisningsmaterialet.
Jeg vil ogsa gerne takke Bjarne, Ditte og Lars for gennenitegsiy kommentering af
specialet.

Skadstrup den 13. april 2004.

Michael Thomsen

(Enkelte sma-fejl er rettet i forhold til den afleverede V@n$
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Indledning

Meningen med dette speciale har veeret at skabe noget neitsoia kan inspirere
gymnasieelever og andre matematikinteresserede pa giattmageau, og at give lze-
seren kendskab til et emne, som normalt ikke bliver priceitegymnasiet. Mit eget
kendskab til den ikke-euklidiske geometris historie veoigitets start var begreenset.
Alligevel havde matematikken og den tilhgrende historiggkt min interesse, og jeg
var overbevist om at visse dele af historien og matematildegitens kunne forteelles
til elever i gymnasiet. Jeg har under hele processen veeggtrbevidst om, at det, jeg
har skrevet, skal kunne bruges i gymnasiet. Mit mal for ketdin har veeret at lave
materiale, som jeg selv kunne teenke mig at bruge i en undengssammenhaeng.

Indholdet

Specialet er overordnet delt op i to dele. Den farste deBedtl1 kapitler undervis-
ningsmateriale. Den anden del er didaktiske overvejelsendervisningsmaterialet.
Selve undervisningsmaterialet indeholder en gennemgandvalgte dele af den
ikke-euklidiske geometri og dens historie. Som udgangkpluar jeg valgt at give en
introducerende gennemgangf&idiklids Elementebog | [5], hvilket sker i kapitel 2.
Der er her lagt veegt pa Euklids opbygning af aksiomsysteneet specielt fokus pa
brugen af det femte postulat og behandling af begrebetlphiet. | kapitlerne 4 og 5
falger vi nogle senere behandlinger af det femte postulandé personligheder har
igennem historien behandlet problemet, og det har veeretemalijt at foretage en
udveelgelse. Jeg har valgt at se pa Al-Tusis, Wallis’ og Ldgesbidrag til historien.
Kapitel 6 er en kort introduktion til sfaerisk geometri. Dagdes vaegt pa at forklare,
hvordan begreber, som allerede er kendt fra euklidisk gaarkan indfgres for geo-
metrien pa kuglens overflade. Til sidst udledes en formehfealet af en sfaerisk tre-
kant, hvoraf det fremgar, at vinkelsummen for en sfeeriskainé altid vil vaere stare
end 180. | kapitel 7 introduceres den ikke-euklidiske eller den érygolske geometri.
En geometri, som kun adskiller sig fra euklidisk geometd @t parallelpostulatet er
erstattet med negationen parallelpostulatet. Udgandsper her Lobatjevskijs geo-
metri, som den er preesenteréeometrische Untersuchen zur Teorie der Parallellinien
[7]. Poincarés skive-model introduceres som en model afldeneuklidiske geometri
i kapitel 8. Modellen udforskes, og flere af de ikke-euklidigenskaber genkendes
i modellen. | kapitel 9 udledes en formel for arealet af eretekiklidisk trekant. Af
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Vil

denne formel fremgar det, at ikke-euklidiske trekanteddiar en vinkelsum, som er
mindre end 180 Udregningerne fra kapitlet er en gennemgang af nogle undreg
ger, der oprindeligt blev udfgrt af Gauss. Bade i indledmig@gfslutning af materialet
geres der nogle overvejelser omkring, hvordan rummet skatds. | det afsluttende
kapitel 10 diskuteres muligheden for, at det fysiske rum kamme.

Den didaktiske del er delt op i tre kapitler. | kapitel 12 begks de hensigter, jeg
har haft med materialet, og hvilke oplevelser jeg gnskena lgeserne. Som ramme
for disse overvejelser og for at kunne seette nogle ord pamadisk indsigt har jeg
valgt at tage udgangspunkt i rapportéompetencer og matematiklaerifi8]. Speci-
elt har jeg brugt opdelingen af matematiske kompetencepit&lal3 er et studie af,
hvordan dele af undervisningsmaterialet pavirkede enditlippe elever fra et 3.9 ma-
tematikhold. Omdrejningspunktet i dette studie er en spskgmaundersggelse som
blev foretaget efter et foredrag p& Arhus Statsgymnasium28e9.2003.

Bemaerkninger

Materialet er skrevet med henblik pd, at det skal kunne lsseset selvstaendigt
undervisningsmateriale. Enkelte steder i materialeeblder henvist til et bevis eller
enkelte afsnit af andre bgger. Det drejer sig Boklids Elementepversat af Thyra
Eibe [5] og Ikke-euklidisk geometraf Erik Kristensen [4]. Hvis man har lyst til at
gad i dybden med emnet, vil det veere en fordel at have dissegerligsin radighed.
Materialet forudsaetter ogsa, at leeseren pa forhand har ele «@ndskab til at lave
konstruktioner med passer og lineal.

Det er vigtigt, at laeseren er opmaerksom pa, at opgaverneietegmeret del af un-
dervisningsmaterialet. De opgaver, som er af afggrendelbielg senere i materialet,
er markeret med eh, og det anbefales at disse regnes.

Enkelte steder har jeg fundet det ngdvendigt at komme medmmientar direkte
til den leerer, der skal undervise efter materialet. Komaueamttil lsereren er markeret
med en gra kasse. Det er ikke meningen, at disse skal veerel af diet endelige
undervisningsmateriale:

Kommentar til laereren. Kommentarer til lsereren vil veere skrevet pa en gra bag-
grund.

Alle definitioner og seetninger har faet et nummer, som henvisderes placerin-
geniundervisningsmaterialet. Jeg har dog i flere tilfaellgtogsa at tage det nummer
med, som refererer til placeringen i de oprindelige veelRiaceringen i de oprindelige
veerker vil i sa fald sta i en parentes. Det drejer sig her orogpiagen af definitioner
0g seetninger hos Euklid og Lobatjevskij.

For at laeseren ikke skal bruge alt tiden péa at bladre, er diiageen lamineret
oversigt over de saetninger, som der henvist til. Det vil vesrdordel for lseseren at
have denne liggende ved siden af sig under gennemlaesningen.



Vil INDLEDNING

Litteraturhenvisninger

Jeg har kun nogle fa steder fundet det hensigtsmaessigt gé kildehenvisninger i
selve undervisningsmaterialet. Det er mit indtryk, at ségahenvisninger vil virke
forstyrrende for leeseren. | afsnit 11.2 har jeg lavet e lister, hvilke kilder jeg pri-
meert har brugt i hvert enkelt afsnit.

Billeder og figurer

Billeder og fotografier er hentet fra hjemmesiden, der ptasessen:
http://turnbull.mcs.st-and.ac.uk/history/

Forsiden er fra hjemmesiden:

http://www.mcescher.com.

Alle geometriske figurer har jeg selv lavet med programmeticidest.
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Kapitel 1

Introduktion

1.1 Ennyverden

| et brev til sin far skriver den ung matematiker Janos Bolya823 begejstret om
nogle opdagelser, han havde gjort inden for geometri:

Jeg kan ikke sige mere, kun sa meg#tingenting har jeg skabt en anden
helt ny verdenAlt, hvad jeg indtil nu har sendt dig, er, sammenlignet med
dette, kun et korthus i forhold til et slo¥([8] side xxviii)

Hvad var det for nogle opdagelser, der kunne ggre Janos iBdly®egejstret? Hvad var
det for en ny verden, Bolyai havde skabt? Og hvordan kan mahjeelp af matematik
lave en ny verden ud af ingenting?

| dette materiale vil vi udforske denne mere end 2000 ar ldmisterie, der fgrer
frem til de opdagelser, som Janos skriver om. En historievddage os igennem
matematikkens udvikling fra oldtidens Graekenland, til destbiske verden og til sidst
til det moderne Europa. Habet er, at give et indblik i hvordemtematiske begreber
har andret sig gennem historien, at give en dybere forstémlgeometri samt at give
et indblik i dennenye verdensom er omtalt i det indledende citat.

1.2 Geometri: En beskrivelse af det rum, vi lever |

Ordetgeometrhar oprindeligt vaeret betegnelsen for det at opmale laabaréeks. i
forbindelse med landbrug. | det gamle Egypten havde man forugt kunne opmale
marker for derved at kunne afggre, hvor meget skat den erlkeiimand skulle betale.
De problemer, man kunne lgse m.h.t. landmaling, kunne nmerséruge til ogsa at
lgse andre beslaegtede problemer som f.eks. i forbindelsekomestruktion af huse
eller i forbindelse med astronomiske beregninger. Geameatret redskab til at lgse
praktiske problemer vedrgrende fysiske ting i hverdagen.

IMin oversaettelse



1.3. HVOR SKAL VI STARTE? 3

De fgrste geometriske resultater byggede man pa erfaring.Rdndte Pythagoras
saetning men kun, fordi man havde iagttaget, at den gjaldavedile pa nogle retvink-
lede trekanter. Geometri var altsa et spgrgsmal om erfavinde resultater, man kunne
komme frem til pa dette grundlag, var meget begraensedet. iRgdsgraekerne far man
indfart nogle mere praecise regler for geometri og nogle destol at verificere resul-
taterne.

Man kan sige, at geometri havde beveeget sig fra landbrugateamog ind i taen-
kernes bevidsthed. Geometri blev en matematisk disciplimdog havde til formal, pa
den mest optimale made, at beskrive den virkelighed, somkuiane se pa markerne,
eller som man i forbindelse med astronomi kunne iagttageméeh.

Vi skelner altsa mellem ddysiske-rumog detmatematiske-ruiridet vi gnsker at
opbygge det sidste, sdledes at det beskriver det farstefteiekan vi sa ved hjeelp af
logisk tankevirksomhed undersgge dettematiske-rurng derved sige en helt masse
om detfysiske-rum Som matematikere, der vil beskrive rummet, gnsker vi atsa
falge et program som har punkterne:

[ —

. lagttage defysiske-rum

N

. Finde regler som beskrivérsiske-rum

3. Lave et matematisk system som bygger pa disse regler.

AN

. Undersgge dehatematiske-rum
5. Faforstaelse af ddysiske-rum

Som vi har set, s havde geometrien udgangspunkt i beseivaf en to-dimensional
plade som f.eks en mark (markerne er flade, idet man ansezrJéod at veere flad).
Forestil dig et stort stykke papir, hvorpd man kan tegneatnéds, cirkler osv. Dette
store stykke papir kalder man planet. Vores undersggelgeahetrien vil ogsa tage
udgangspunkt i at undersgge planet og skabe et godt funddanehvordan planet
beskrives.

1.3 Hvor skal vi starte?

Vi har fra erfaring og fra vores skolegang en fornemmelséedd geometri i planet
er for noget, men nar vi skal ned og se pa de helt grundleegdeygigesten, er det
vigtigt, at vi ikke tager vores gamle viden med. Vi er ngdatiktarte helt forfra ved at
stille os selv spagrgsmalet:

Hvis man skal forklare geometri for et nyfadt barn, hvor skan sa
starte?



4 KAPITEL 1. INTRODUKTION

Pythagoras saetning er velkendt for os, som har beskeefiiget smule med matema-
tik. Den virker og er en paen og nyttig seetning. Kan vi starskbeelsen af geometri

med at sige, at Pythagoras seetning geelder? Neeppe, denawitddt det farste gerne

vide hvad de forskellige ord betyder: punkt, ret linje, txgk ret vinkel osv. Dernaest
vil man nok blive pakrzevet et argument for at denne sammeghaen

a® 4 b? = c?

geelder for siderne i en retvinklet trekant. Vi er altsd ndidattfremkomme med et
bevis for at tilfredsstille den nyfgdte. | det bevis, man gaedigvis ser i gymnasiet,
bruger man blandt andet den viden, at vinkelsummen i enntekal80. Vi ma nu
spgrge os selv, om det sa er et godt sted at starte? Kan \é@ stads forklaring af
geometri med at pasta, at vinkelsummen i en trekant et 2.8 ske? Men den lidt
mere modne baby vil nok ogsa kraeve et bevis for denne pasvamdd altsa finde
nogle endnu mere grundleeggende egenskaber, hvor vi kae Btaregenskaber som
vi ikke vil betvivle, fordi de virker helt klare og naturlig&En sadan egenskab kunne
veere fglgende: Givet to punkter, sa er det muligt at treekkeelinje mellem disse.

] - =

Pythagoras Seetning 180°

Figur 1.1: Vi gnsker at finde simple egenskaber og ud fra delpedse saetninger. (Figuren er ikke et
fuldsteendigt billede. Et s&dan vil kraeve mere end én singexigkab).

Det er naesten Klart, at vi har brug for flere end blot en af dsssgle egenskaber
for at gagre vores system tilfredsstillende, men hvor mandeaw brug for, og hvad

disse simple egenskaber skal veere, er et rigtig gode spakgBen historie, vi skal

folge, handler netop om udveelgelsen af disse simple egeeskaoget som man ville
forvente var enkelt, men som alligevel skulle komme til dtleamatematikerne store
problemer i mere end 2000 ar.

1.4 Aksiomsystem

De fundamentale begreber i planen er punkter, rette lijgestykker, cirkler osv.
Som vi sa i afsnit 1.3 er der brug for nogle regler for, hvordia@se objekter opfarer
sig. Reglerne for, hvordan disse opfarer sig kaldes pdstutier aksiomer. Et postulat
kan f.eks. veere fglgende:



1.4. AKSIOMSYSTEM 5

Givet to punkteiA og B sé er det muligt at traekke linjestykk&B.

Man kan nu veelge postulaterne praecist, som man har lyst.ri@stekrav er, at der
ikke ma vaere modsigelser inden for postulaterne. Man kagdeélikke indfare et
postulat, der siger, at makke altid kan treekke en linje gennem to punkter, hvis man
allerede har et postulat, der siger, atalketl kan lade sig ggre. Et system, som bygger
pa postulater, der ikke modsiger hinanden, kaldes et alssisiem.

| vores tilfeelde skal geometrien beskrive det fysiske rura.fd@stulater, som vi
veelger, skal derfor gerne beskrive nogle helt indlysenamskpber ved det fysiske
rum. De skal altsa vaere simple regler for, hvordan punkete tinjer osv. opfarer sig
i det fysiske rum. At man gennem to punkter kan treekke ennptViirker umiddelbart
som et godt postulat; altsa noget man ikke har lyst til atilslstvMan kan blot forestille
sig en snor, som traekkes fra det ene punkt til det andet satstalat er muligt.

Opgave 1.4.1.Som vi lige har set, kan et simpelt postulat veere, at det meteounk-
ter er muligt at treekke en ret linje. Find 2-3 flere postulatem du mener geometrien
skal opbygges efter (ord som cirkel og vinkel kan f.eks. &jdg



Kapitel 2
Euklid

Af de aeldste civilisationer kan ingen sammenlignes med dayske, nar det kommer
til videnskab og intellektuel formaen. Inden for littergtiaunst, filosofi, matematik og
mange andre omrader er de greeske veerker af sa hgj kvalitevesunat de stadig
bliver leest og regnet blandt de allerbedste.

| dette hgj-intellektuelle samfund blev matematik regroeh€n af de aller ypper-
ligste videnskaber, og matematik blev anset for at veere da efneste veje til at opna
erkendelse. Matematik var en del af uddannelsen i filosofpweg daren til Platons
akademi skulle der efter sigende havde staet skrevet:

Lad ingen komme ind her, som ikke kan sin geometri.

Man ansa matematik som en made, hvorpd man kunne struksinetankegang for
derved at opna viden. Med denne store interesse for mateowgfilosofi var det helt
naturligt, at man begyndte at undre sig over, hvad der ladihdlag for matematikken.
Man inds4, at det var ngdvendigt med nogle definitioner odensigiple spilleregler.
Med andre ord sa indsd man ngdvendigheden af et aksiomsystem

Det mest bergmte bud pé et egentligt aksiomsystem, blewdenet af den graeske
matematiker Euklid omkring ar 300 far vores tidsregning.

e

: i\l
Euklid ca. 325-ca. 270 BC.

"r’.:..

6



2.1. ET MESTERVAERK 7

Euklid havde sit virke i byen Alexandria (i Egypten), som p#kds tid var en Graesk
koloni, et samlingssted for lserde og hjemsted for et enoibitobek. | sit mest be-
remte veerk kaldeEuklids Elementeeller blot Elementernsamlede Euklid store dele
af den matematik, som man kendte pa hans tid. Som indledilidgrt fgrste bog i
Elementerneder omhandler plan geometri, indfgrte Euklid en reekke difiver ef-
terfulgt af nogle postulater. Vi skal i dette kapitel se, hedes Euklid opbyggede sit
system, hvilke postulater han valgte, og hvorledes hantérdigse til at bevise geo-
metriske seetninger.

2.1 Et mesterveerk

Euklids Elementeregnes som et af de helt store hovedveerker inden for matemati
ken. Det er blevet laest og beundret lige siden oldtiden odpaetiannet tradition for,
hvordan vi den dag i dag laver matematik. Det aksiomsystem,Buklid indfgrte, er
stadig en veesentlig del af det system, hvorpa vi bygger \forstaelse af geometri.
Euklids Elementeer et enormt vaerk som bestar af 13 bgger med et hav af saet-
ninger og resultater. Vi skal blot se pa nogle enkelte afedssstninger. Udvalget er
foretaget saledes, at vi ser de saetninger, som er vigtigeefohistorie, vi skal fglge.

2.2 Euklids Elementer, bog |

Det var i stor grad geometri de greeske matematikere begjemdtisig med, sa det er
helt naturligt, at Euklids fgrste bog omhandler planetshgetoi. Euklid starter meget
direkte med at indfgre de objekter, han agnsker at arbejde Bédddes lyder farste
linje i Euklids ferste bog

Definition 2.2.1 (1). Et punkt er det, som ikke kan deles.
Definition 2.2.2 (2). Enlinje er en leengde uden bredde.
Definition 2.2.3 (4). Enret linje er en linje, som liggelige mellem punkterne pa den.

Man kan diskutere, hvorvidt det er muligt at definere et pwaldn, at man allerede
har en ide om, hvad et punkt er. Det vigtige i denne her sameaagter blot, at Euklid
far sagt, at de fundamentale objekter er punkter, linjereatginjer. Euklid indfarer
efterfglgende nogle vigtige begreber, som omhandler disgkter:

Definition 2.2.4 (8). Envinkel er haeldningen mellem to rette linjer.

Definition 2.2.5 (10).Nar en ret linje er oprejst pa en anden, sa de ved siden af-hinan
den liggende vinkler bliver lige store, sa kaldes vinklemsite.

lOoverseettelsen frEuklids Elementebygger p& Thyra Eibes overseettelse [5], men sproget er mo-
derniseret.



8 KAPITEL 2. EUKLID

Kommentar til laereren. Euklid bruger betegnelserne rette vinkler og hele vinkler.
bruger i stedet 900g 180'.

Definition 2.2.6 (15). En cirkel er den linje, som bestar af alle de punkter, som har
samme afstand til et bestemt punkt@). Afstandenr kaldes radius og punktél
kaldes for centrum.

Definition 2.2.7 (20). Af trekanter kaldes den, der har alle tre lige store sideligen
sidetog den som har to lige store sider, leyebenet

Definition 2.2.8 (23). Parallelleer de rette linjer, som, nar de forleenges, ikke mades.

Tallene i parenteserne henviser til det nummer, som defiren har Elementerng
og det bemeerkes, at ikke alle definitionerne er medtaget.al&bklid ved definitio-
nerne fortalt, hvad det er for nogle objekter, han gnskerla#jde med. Det neeste
skridt er at indfgre nogle postulater for, hvordan dissekigr skal opfgre sig; altsa
indfarelsen af et aksiomsystem. Euklid giver fem sadanseutater for den plane geo-
metri:

P1 Givet et punktA og et punkiB kan man treekke linjestykkétB.
P2. Et linjestykkeAB kan forleenges.

P3. Givet et centrum og givet en radius kan man tegne en cirkel.

P4. Alle rette vinkler er lige store.

Det er nemt at forestille sig, hvad Euklids farste fire paater siger, og umiddelbart
opfylder de kravene, vi havde stillet til postulater: de iene, og vi kan accepterer,
at de gaelder i det fysiske rum.

PV C IRy

Figur 2.1: Euklids fire fgrste postulater illustreret vegirtager. Fremover vil disse bliver betegnet med
P1-P4.

Euklids femte postulat har en noget leengere formulering:

P5. Nar en ret linje skaerer to rette linjek ¢g m), og de indvendige vinkler pa
samme side er mindre end 884& mgdes de to linjer, nar de forleenges libe-
greenset, pa den side, hvor de to vinkler, der er mindre end li§ger.
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!

Figur 2.2: P5: Hvisu+v < 180° sd vil | skaerem.

Disse fem postulatd?1 — P5 er de postulater, Euklid gnskede som fundament for den
plane geometri. Et meget vigtigt krav, vi havde til sidanostplater, var, at der ikke
inden for postulaterne matte opsta selvmodsigelser. Okkeblevet konstateret selv-
modsigelser, og der vil neeppe blive konstateret selvmetisag i Euklids postulater.

Vi vil vende tilbage til denne problemstilling i afsnit 8.6.

Kommentar til lsereren. Sammen med de fem postulater indfgrer Euklid fem Aksio-
mer:

1. Starrelser, som er lige store med den samme, er indbyigeestore.

2. Nar lige store starrelser leegges til lige store stgmetsesummen lige store.
3. Nar lige store starrelser traekkes fra lige store stareds resterne lige store.
4. Starrelser, der kan daekke hinanden er lige store.

5. Det hele er stgrre end en del af det.

Aksiomerne bruges gentagne gange i de saetninger, vi skdl se@ har valgt ikke at
tage dem med i selve undervisningsmaterialet, da de er plelgie og ikke har nogen
indflydelse pa den geometri, vi skal se pa.

2.3 Rette linjer og linjestykker

Euklid bruger bade betegnelsest linje og betegnelsefinjestykke Et linjestykke er
det, som (ifglgeP1) kan treekkes mellem to punkter. Punkterne kaldes linkksty
endepunkter. Ifglgd2 kan linjestykket forlaenges. Den linje, der fremkommer, na
linjestykket forleenges ubegraenset til begge sider, ertdimje. Pa den made definerer
ethvert linjestykke en ret linje. De to begreber er pa denertaet knyttet, og det kan
veere vanskeligt at skelne dem fra hinanden.

2.4 Euklids fgrste 28 saetninger

Euklid er nu klar til at vise geometriske saetninger, og vt se eksempler pa nogle
af de farste seetninger, han viser. Nar man laeser bevisetkiids farste saetning, skal
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man forestille sig, at man ingenting ved om geometri. De terresiskaber, man har til
radighed, er definitioner og de 5 postulater.

Oprindeligt var beviserne skrevet som ren tekst, dvs. udekoftelser, symboler
og illustrerende figurer. For at gagre det mere laesevenligeeher indfart symboler
som/ og A\, og der er ogsa tilfgjet rigeligt med illustrationer. Sadigier beviserne
delt op i nummererede skridt, noget som heller ikke har vadteeiklids oprindelige
version. Beviserne fglger dog ret ngjagtigt den bevis-ohetsom blev brugt af Eu-
klid. Som en ekstra hjeelp er der efter naesten hver linje | eanpas angivet, hvilket
postulat eller hvilken saetning, der ggres brug af.

Seetning 2.4.1 (Euklid 1).At konstruere en ligesidet trekant pa et givet linjestykke
AB.

Man kan undre sig over, hvorfor Euklid veelger at starte medseming, som beskri-
ver, hvordan en ligesidet trekant konstrueres. Grundeat égnstruktionen er vigtig,
nar nogle af de efterfglgende resultater skal etableresfsaks. til konstruktion af
midtnormal.

Bevis. Ud fra linjestykketAB laves fglgende konstruktioner:
1. Cirklen med centrumA og radiusAB tegnes P3).
2. Cirklen med centrumB og radiusBAtegnes P3).
3. Det ene skeeringspunkt for cirklerne kal@es
4

. LinjestykkerneAC og BC treekkes P1).
C

Figur 2.3:
Nu kan vi s& observere faglgende:
1. |AB| = |AC| (DaC og B begge ligger pa cirklen med centrur).
2. |AB| = |BC| (DaC og A begge ligger pa cirklen med centrurB).
Vi kan nu konkludere, atAB| = |AC| = |BC| og atAABCderfor er ligesidet. O

Det ses, hvordan Euklid er omhyggelig med kun at bruge de tiag har postule-
ret. Vi skal nu indfgre et begreb, som vi vil komme til at brugeget fremover:
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Definition 2.4.2. Hvis to trekanters sider er parvis lige store og alle vinklarvis lige
store, sa siges trekanterne at vadavagruente.

Seetning 2.4.3 (Euklid 4).Nar to trekanter har to sider parvis lige store og de vinkler,
der indesluttes af siderne er lige store, sa vil trekanterase kongruente.

Beviset for Euklid 4 er det farste eksempel, vi skal se pa ledlddmodstrids-bevis
Hvis man ikke er bekendt med den type bevis, skal man fgrst éaasendix 11.1.

Bevis. Euklids bevis gar nu efter fglgende skridt:

1. Vi har to trekante™™ABC og ADEF hvor |AB| = |DE|, |AC| = |DF| og ZA =
£D.

2. Vi antager nu, alNABC og ADEF ikke er kongruente. Vi vil vise, at denne
antagelse fagrer til en modstrid.

Figur 2.4: Figur 2.5:

3. De to trekanter anbringes oven pa hinanden saledBsfadder sammen me4,
sidenDE falder sammen med sideékB og sidenDF falder sammen med siden
AC. Dette kan lade sig gare daA = /D.

4. Da siderne er lige lange, \H sa falde oven B og F vil falde oven iC.

Figur 2.6:

5. Hvis trekanterne ikke er kongruente, vil linjestykkef®E og BC ikke falde
sammen.

6. Men sa omslutter de to rette linjEiF og AB et areal, hvilket er umuligt.
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Dermed har vi en modstrid SAABC og ADEF er kongruente, hvilket var det, vi ville
bevise. O

Seetning 2.4.4 (Euklid 5).1 en ligebenet trekant er vinklerne ved grundlinjen lige
store.

Opgave 2.4.5.Lees Euklids bevis for 2.4.4 i [5]. Skriv beviset op punkt fomit som
vi lige har set for Euklid 1 og Euklid 4. Gennemga beviset péeta

Opgave 2.4.6 (Euklid 10). *Vis, hvordan et linjestykk@&B kan halveres ved hjeelp af
passer og lineal. Overvej hvilke postulater og seetningdardger ved konstruktionen.

Opgave 2.4.7 (Euklid 11). ¥is, hvordan man, ved hjeelp af passer og lineal, fra et
punkt pa en ret linje kan oprejse den vinkelrette.

Opgave 2.4.8 (Euklid 12). ¥is, hvordan man, ved hjeelp af passer og lineal, fra et
punkt kan nedfeelde den vinkelrette pa en givet linje.

2.5 Seks saetninger

Vi vil nu se et eksempel pa, hvordan Euklid gar argumentatiooverskuelig ved at
lade saetningerne bygge oven pa hinanden. Vi falger et fpdedeks saetninger, som
hver bygger pa den foregaende. | hver af de beviser vi vil sgdr Euklid altsa re-
sultatet fra den foregaende saetning. Nogle af skridtenevikam temmelig banale og
derfor ungdvendige, men dette er netop styrken ved Eukkd. &t fastholde denne
preecise arbejdsmade undgar Euklid, at der indsniger dignfisj matematikken be-
gynder at blive mere vanskelig.

Seetning 2.5.1 (Euklid 15).Topvinkler er lige store.

Figur 2.7: Topvinkler.

Opgave 2.5.2.Bevis Euklid 15. (hint: summen af vinkler, som tilsammen sgdes
over en hel linje er 180

Seetning 2.5.3 (Euklid 16).1 enhver trekant er, nar en af siderne er forlaenget, den
udvendige vinkel starre end enhver af de indvendige og @eade vinkler.

Hvis fglgende figur betragtes:
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(%)

U1 U3

B C

sa er pastanden altsd\at< v3 ogvs < Vvs.

Bevis. Vi ser pa en trekamABC (figur 2.8). Fglgende konstruktioner laves:

=

. BCforleengesR2).

2. AC halveres og halveringspunktet kalde¢Euklid 10).
3. BE treekkes P1).

4. BE forlaengesP2) ogF afseettes saledes |[BE| = |EF|.
5

. FC treekkes P1).

B C

Figur 2.8:

Kommentar til leereren. | punkt 4 bruges Euklid 3, som beskriver, hvordan man pa
et givet linjestykke kan afseette en given lseengde. Operatiavarer til at afsaette en
l;engde med en passer.

Man kan nu observere fglgende:

1. |AE| = |EC| og |BE| = |[EF|.

2. /AEB= Z/CEF (Da de er topvinkler, Euklid 15).
3. AAEBog ACEF er kongruente (Euklid 4).

4. dvs/BAE = ZECF.

Men vi har nu vist, a“A kun udggr en del af den udvendige vinkel v@dDerfor er
/A mindre end den udvendige v&d Det kan pa naesten tilsvarende made bevises, at
/B er mindre end den udvendige vinkel v&d 0
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Seetning 2.5.4 (Euklid 18).1 enhver trekant ligger der overfor en stgrre side|en
starre vinkel.

Bevis. Vi ser nu pa en trekamBC (figur 2.9), hvor|AC| er starre endAB|. Vi vil nu
vise, at/B > /C. Fglgende konstruktioner laves:

1. PAACafseettes punkt® saledes, dAB| = |AD| (Kan lade sig gare, fordAC| >
|ABJ).

2. BD treekkes P1).

Figur 2.9:
Man kan nu observere fglgende:
1. AABDer ligebenet, s&#«¢ ABD = /BDA (Euklid 5).
2. Z/ADB er udvendig vinkel tinBDC saZADB > /DCB (Euklid 16).
3. Saer/DBA> /DCB.

Men /DBA er kun en del ai#CBA sa vi konkluderer, ar CBA > DCB eller /B >
/C. O

Den s&etning, vi lige har set, siger, at der over for starrerdigger starre vinkler.
Det er ikke givet, at den omvendte saetning af en bevist sge@iisand; altsa at der
over for starre vinkler ligger starre sider. | dette tilfalybelder den omvendte saetning
faktisk, og den er ved Euklid placeret som den naeste saetning:

Seetning 2.5.5 (Euklid 19).1 enhver trekant ligger der overfor en stgrre vinkellen
stgrre side.

Bevis. Euklid beviser saetningen med et modstrids argument, sat dfsri. Vi ser
pa en trekanABC, hvor /B > ZA og vil sa vise, atAC| > |BC|. Vi antager nu det
modsatte afAC| > |BC|. Der er sa to muligheder for, hvord&sC| og |BC| forholder
sig til hinanden:

1. |AC| = |BC
2. |AC| < |BC|
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Vi vil nu se, at begge muligheder farer til noget 'sludder’:

1. Hvis|AC| = |BC| vil AABCveere ligebenet, og sa vlA = /B (Euklid 5). Men
det er jo noget 'sludder’, idetB > ZA.

2. Hvis|AC| < |BC| ved vi fra Euklid 18, aB < ZA. Men det er jo noget 'sludder’
idetZB > ZA.

Vi har altsa vist, at den modsatte antagelse vil fgre til nridisAltsa er|AC| > |BC|,
som vi gnskede at vise. O

Opgave 2.5.6 (Euklid 23).Vis, hvordan man ved hjeelp af passer og lineal kan flytte
en given vinkel.

Seetning 2.5.7 (Euklid 24).Nar to trekanter har to sider, som er parvis lige sta
men den ene har stgrre vinkel mellem siderne, sa vil den casd én stgrre grund
linje end den anden.

=

€,

Bevis. Vi ser pa to trekanteABC og ABD, hvor |AB| = |AB|, |AD| = |AC| og /BAC >
/BAD. Vi gnsker sa at vise, #BC| > |BD|. Fglgende konstruktion kan nu laves:

1. De to trekanter flyttes saledes, at siddher sammenfaldende (figur 2.10).

2. LinjestykketDC treekkes (P1).

A A A
B C BA B&C
D D

Figur 2.10:
Der observeres nu fglgende:

1. |AD| = |AC| saAADC er ligebenet, og derfor ser vi, &tCDA= ZACD (Euklid
5).

2. Ved at sammenligne vinkler ses nu fglgendéDB > /CDA= Z/ACD > /BCD.
3. Men sa ser vi atCDB > /BCD, som begge er vinklerABCD.
Sa kan vi konkludere, dBC| > |BD| (Euklid 19), som var det vi ville vise. O

=

Seetning 2.5.8 (Euklid 25).Nar to trekanter har to sider, som er parvis lige stare,
men den ene har stgrre grundlinje end den anden, sa vil dea logge en starr,

vinkel mellem siderne end den anden.

(4%
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Opgave 2.5.9.Vis Euklid 25, ved hjeelp af et modstrids argument som i bevige
Euklid 19.

Vi har nu set, hvordan saetningen om topvinkler (Euklid 15)fé til disse saet-
ninger om, hvordan siderne i en trekant forholder sig tiklemne (Euklid 24 og Euklid
25). I beviserne bruger Euklid kun de saetninger, han aléehed bevist samt de 4 farste
postulater.

2.6 Kongruens

Euklid kan nu bevise endnu en saetning vedrgrende kongrtreRenter:
Seetning 2.6.1 (Euklid 26).

1. Hvis to trekanter har to vinkler og de mellemliggende siige store, sa er
trekanterne kongruente.

2. Hvis to trekanter har to seet vinkler som er parvis lige si@t saet sider som
er parvis lige store og siderne ligger over for vinkler sonparvis lige store
sa er trekanterne kongruente.

Vi beviser ikke saetningen, men beviset kan findes i [5].

Kongruens-saetningerne er ret vigtige, nar vi i fremtidesl dlevise saetninger og
konstruere forskellige figurer, og det er godt at have eethdl af, hvad saetningerne
siger. Nar vi i fremtiden skal afgare om to trekanter er komegite, sa skal vi se pa
folgende fire eksempler:

N /\\ N
/ /
N N N
/ N 7 N N /
N N\, N\,
S 4 LS X zg_(____

Figur 2.11: Euklid 4 Figur 2.12: Euklid 26(1)Figur 2.13: Euklid 26(2)Figur 2.14: Euklid 26(2)

Hvis de to trekanter er ens pa de stgrrelser, der er markérét af de fire eksempler,
sa er trekanterne kongruente.

2.7 Parallelitet

Som det sidste havde Euklid defineret, hvad det vil sige, edtte linjer er parallelle.
Euklid sagde, at to rette linjer er parallelle, nar de ikkeessr hinanden. Saetning 27
er den farste saetning, hvor Euklid beviser noget om paitaligindtil da har han helt
undgaet at bruge begrebet. Parallelitet kommer til atespibvedrollen i vores historie,
sa vi vil nu fglge Euklids behandling af begrebet meget ngje:

Seetning 2.7.1 (Euklid 27).Nar en ret linje skeerer to rette linjer og vekselvinklefne
er lige store vil de rette linjer veere parallelle.
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L
U1
%2

ly

Figur 2.15:v1 og Vv, siges at veere vekselvinkler.

Bevis. Vi har altsa en ret linjen, der skeerer de rette linjér ogls, og vekselvinklerne
v1 0g Vs er lige store. Vi vil sa gerne bevise, latog |» er parallelle. Igen bruges et

modstrids-argument (se afsnit 11.1). Vi antager det meéelsdtlet, vi skal vise, dvs at
I1 og |2 skeerer hinanden. Vi kalder skeeringspunktetor

m

Iy
U1

V2

] e

Figur 2.16: Det antages htog |2 mgdes i punkteP. Samtidig var det givet at; = vo.

Vi vil nu gerne komme frem til noget 'sludder’. Falgende ohbsees ved at se pa
figuren:

1. De rette linjem, |1 ogl, danner en trekant.

2. vp er udvendig vinkel til trekanten.

3. vy er derfor starre end bade og vs (Euklid 16).

4. Men det var givet aty = vo.

Vi har nu en modstridy; kan ikke bade vaere starre emsglog samtidig lig medy,.
Antagelsen var forkert da og |, er parallelle. O

| den fglgende saetning henvises der til vinkel-betegnedspa figur 2.17.
Seetning 2.7.2 (Euklid 28).Nar en ret linje skaerer to rette linjer, og den udvendige
vinkel (\g) er lig den indvendige og modstaende pa samme sigeder de indvenr

dige vinkler pa samme sidex(@g ) til sammen er ligl8Q, vil de rette linjer vaere
parallelle.

1%
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(%]

la

Figur 2.17:

Opgave 2.7.3.Vis Euklid 28 ved at bruge Euklid 27.

2.8 Seetning 29 og frem

Euklids saetning 29 spiller en meget vigtig rolle, nar mam sognsker, vil undersgge
betydningen af Euklids postulater. Det er nemlig her Eutdidagrste gang bruger det
sidste postulatP5. | alle de saetninger vi indtil nu har set, har Euklid megetidist
kun gjort brug af postulaterrfél — P4. Vi vil senere komme ind pa, hvorfor Euklid er
sa forsigtig med at bruge dette 5. postulat (se afsnit 3.1).

| Euklid 27 og Euklid 28 kunne Euklid konkludere, at to linjer parallelle hvis
de pageeldende vinkler tilsammen er mindre end 180. For ateksige noget om det
modsatte; altsa sige noget om vinklerne, givet at linjemgaeallelle, er Euklid nadt
til at tageP5 i brug:

Seetning 2.8.1 (Euklid 29).Nar en ret linje skaerer to parallelle rette linjer, er vek-
selvinklerne lige store, den udvendige vinkel er lig dervamtlige og modstaende,
og de indvendige vinkler pa samme side er tilsammeh8.

Hvis vinkel-betegnelserne fra figur 2.17 bruges kan EukfidRrives som:

V1 =V2
|1H |2:> Vo = V3
Vo +Vvy4 = 180°

Bevis. Beviset er delt op i tre dele, og der henvises til de vinklemser angivet pa
figur 2.17.

1. Det farste, der skal bevises, er altsa fglgehdgl, = vi = vo.
Beviset er et modstrids-bevis. Vi antager altsd;at v, og vil sd gerne komme
frem til noget 'sludder’. En af vinklerne ma sa veere mindrd den anden. Vi
ser farst pa tilfeeldet, hvor < v;. Ved at leegge vinklew, til pa begge sider far
vi fglgende regnestykke:

Vo <Vi <= Vo+Va<Vi+Vs < Vro+Vvs <180
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Men P5 siger nu, at de to rette linjér ogl, sa vil skeere i et punk®. Men det er
noget 'sludder’, for de to linjer var jo parallelle. Altsaesres antagelse < v,
forkert. P4 samme made kan det bevisesjat v er forkert. Der ma derfor
geelde at/; = v», som var det, vi gnskede at vise.

2. Derneest skal vi bevisg;: || 12 = vo = vs.
Hvis |, ogl, er parallelle, ved vi fra det, vi lige har vist, &t = vo. Menv; ogvs
er topvinkler, og derfor ved vi, at; = v3. Dvs.v, = v3, som var det, vi gnskede
at vise.

3. Vimangler nu at visdy || 12 = v2 4+ Vvq = 180°.
Fra det vi lige har vist, ved vi ab = v3. Vi regner nu:

Vo=V3 <= Vo+Vs4=V3+Vs < \Vo+Vs=180
hvilket var det, vi gnskede at vise.
O

Opgave 2.8.2 (Euklid 31). ¥is, hvordan man med passer og lineal, gennem et givet
punkt@), kan konstruere en ret linjenj, som er parallel med en given linjg.(Bruges
P5 til denne konstruktion?

Kommentar til lsereren. Konstruktionen gar faktisk ikke brug af Euklid 29, elles.
For at sikre sig, at denne parallele linje er entydig, har mhag brug for Euklid 29.
@nsket om entydighed forklarer saetningens placering.

For at etablere disse velkendte egenskaber ved paraliiejés folte Euklid sig
ngdsaget til at tage det 5. postulat i brug. Da disse egeaskabpa plads med Euklid
29, kunne han sa fortsaette med at bevise endnu flere gedreestsininger. Seetninger
som vi er vokset op med og er vant til at bruge. Vi skal blot sseekpler pa et par af
disse:

Seetning 2.8.3 (Euklid 32).1 enhver trekant er vinkelsummésg(Q

Bevis. Vi ser pa en trekanABC. Fglgende konstruktioner kan nu laves:
1. LinjestykketBC forleenges tiD (P2).

2. Gennen€ traekkes et linjestykke, som er parallel mf&8 (Euklid 31). Linjestyk-
ket kaldes=C.

A E
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Der observeres nu fglgende:

1. ACerenretlinje, der skeerer to parallelle linfe8 ogCE. Derfor er/A= ZECA
(Euklid 29).

2. BC er en ret linje, der skeerer to parallelle linjgaB og CD. Derfor er /B =
/DCE (Euklid 29).

Men /DCE + /ECA+ /C = 180, sa vi konkluderer, at A+ /B+ /C = 18, hvil-
ket var det, vi ville vise. O

Vi har nu set, hvordai®5 (sammen med de fgrste 4 postulater) farer til den vel-
kendte seetning, som siger, at vinkelsummen i enhver trekat®0. En anden meget
velkendt saetning dukker op som seetning 47:

Seaetning 2.8.4 (Euklid 47).1 en retvinklet trekant er summen af kvadratet pa kate-
terne lig med kvadratet pa hypotenuseRythagoras Seetnipg

Vi beviser ikke saetningen her, men beviset kan findes i [} elfle fleste matematik-
grundbgger. Euklid fortseetter sine matematiske undels@gede ialt 13 bgger som
Elementernéestar af. Af disse handler langt de fleste om geometri, hutidb.la.
behandler geometri i 3 dimensioner og langt mere komplaeessetninger og resulta-
ter end de, vi har set eksempler pa. Men selvom szetningedvee inlere komplicerede
og endda omhandler geometri i tre dimensioner, sa er grgatikadigt det samme,
nemlig de fem postulater frauklids Elementer, Bog |

2.9 Euklids underforstaede postulater

Vi har nu set nogle fremragende eksempler p&, hvordan Ebkligser saetninger, og
at han hele tiden er meget bevidst om, hvad g og hvad harikke ved Alligevel
bruger Euklid enkelte steder noget, som han ikke har beygistedler ikke postuleret.
Allerede i den farste seetning (Euklid 1) stgder vi pa et mwobll det tredie punkt af
konstruktionen géar Euklid ud fra, at de to cirkler rent faktiil skeere hinanden i et
punkt, som betegn&s

Kan man veere sikker pa @tfindes? Spargsmalet er altsd om skaeringspunktet faktisk
findes? Det kan man ikke vaere sikker pa, med mindre man indégg@ostulat som
siger fglgende:
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P6: To cirkler, hvor den enes centrum ligger pa den andens piehifar to
skeeringspunkter.

Et beslaegtet postulat udtaler sig om skaeringspunkternemeh linje og en trekant.
Vi far senere brug for postulatet og formulere det derfor nu:

H 11.4: Hvis en ret linje skeerer en side i en trekant, sa vil den ogagrek
mindst en af de to andre sider.

Postulatet 1.4 kaldes forPaschs Aksiormpkaldt efter matematikeren M. Pasch som
formulerede det i 1882.

Det naeste problem ser vi i beviset for Euklid 4. Her skriveklil at to rette linjer
ikke kan omslutte et areal; noget han hverken har bevist ptistuleret. Her burde
Euklid altsa havde indfgrt et postulat der siger at:

P7: To rette linjer kan ikke omsluttet et areal.

Nogle senere matematikere valgte en anden Igsning pa prehlaet man sendrede
P1 saledes, at det i stedet siger, at der findes en og kun émjeegknnem to givne
punkter.

H 1.2: Givet et punktA og et punkB kan man traekke preecist én ret linje
ABgennemA ogB.

| beviset for Euklid 4 gjorde vi brug af endnu en ting, som \kekhavde gjort rede for.
Vi flyttede nemlig ADEF sdledes, at hjgrnerne ville falde oven i hjgrnerdeABC.
At det er muligt at flytte en figur, uden samtidig at eendre p&éigs sider eller vinkler,
er, for en moderne matematiker, ikke helt oplagt og skalatesfjsa indfgres som et
postulat:

P8: Det er muligt at flytte enhver figur uden derved at aendre padigur
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Opgave 2.9.1. tad ABCveere en retvinklet trekant. Lad linjestykKRE sta vinkelret
pa siderAB.

C

A D B

1. Bevis atDE vil skeereBC, nar det forleenges, idet de nye postulater ma bruges
sammen med Euklids gamle saetninger.

2. BrugesP5 undervejs i denne opgave?

Opgave 2.9.2.Brug postulat H 11.4 til at bevise falgende seetning:
Hvis en ret linje skeerer en side i en firkant, sa vil den ogs&eskaindst en af de tre
andre sider.

2.10 Hilbert

At nogle af postulaterne i afsnit 2.9 har faet bogst&l/ebm fornavn skyldes den tyske
matematikeiDavid Hilbertder i 1899 udgav hovedveerk@rundlagen der Geometrie

David Hilbert 1862-1943
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Med dette veerk giver Hilbert et serigst bud pa, hvordan aksystem for geometrien
kunne se udGrundlagen der Geometrax i opbygning meget inspireret &uklids
Elementerog flere af Euklids postulater gar da ogsa igen i Hilberts aksiystem.
Hilberts vaerk markerer lidt groft sagt afslutningen af destdrie, vi skal fglge. Han
er kommet med her, fordi han er en af de farste til at formutkrgostulater, som
Euklid og ogsa Euklids efterfalgere var flittige til undedtiet at bruge.



Kapitel 3

Problemer med Euklids geometri

Vi har nu set, hvordan man kan lave et matematisk system,eddriver planet pa en
god og fornuftig made. At Euklids geometri var en rigtig g@krivelse af planet, var
der stor enighed om blandt matematikere de naeste par tusiBdra vi har set i 2.9
var der alligevel enkelte mangler ved Euklids aksiomsysiisse mangler kunne man
dog nemt rette ved at tilfgje et par ekstra postulater, solimeirtigjorde iGrundlagen
der GeometrieSom sadan kom disse mangler altsa ikke til at skabe s stisemer.

3.1 Parallelpostulatet

Anderledes pinefuldt var problemet med det femte postB&gller parallelpostulatet
Lige siden oldtiden, ja sikkert helt tilbage til Euklid sehavde man en vis mistro til
dette postulat. Man var i tvivl om, hvorvidis var at regne som et postulat, altsa som
en af de simple grundantagelser. Lad os nu se neermere péahwbet femte postulat
adskiller sig fra de andre fire postulater:

P5: Nar en ret linje skaerer to rette linjer, og de indvendigekign pa
samme side er mindre end 884 mades de to linjer, nar de forleenges
ubegraenset, pa den side, hvor de to vinkler ligge, der ermmienid 180.

Det fgrste, man bemaerker, er den meget lange formuleringeDeveget nemt at fo-
restille sig, hvad®1 — P4 udtrykker.P5 skal man derimod lige tykke lidt pa. Man kan
sige, atP5 har mere karakter af seetning eller et resultat, som skad®wg ikke po-
stuleres. Hvis man tegner postulatet, far man en bedrefunedse af, hvad postulatet
siger.P5 kan illustreres ved figur 3.1:

24
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Figur 3.1: P5: Hvis summen af de indvendige vinkler pa samme side er riadd 180, sa vill ogm
skeere hinanden.

Da vi indfgrte postulaterne var kravet, at det, som vi pestde, skulle veere intuitivt
klart for enhver. Der ma altsa ikke vaere nogen tvivl om, at sein postulatet siger,
rent faktisk er tilfeeldet i vores fysiske rum. Men kan markelig veere sikker pa, at
de to linjer, som omtalesR5, vil skeere hinanden? Hvis nu summen af de to vinkler
er meget teet pa 180lad os f.eks. sige at+v = 17999, er det sa sikkert, at de to
linjer | og mvil skeere hinanden?

o~

Figur 3.2:

Det ville i hvert fald kreeve et meget stor stykke papir og arglaneal at undersgge,
om de to linjerl og mville skeere hinanden. Derfor kan man godt forsta, at der var
mistro til P5. Det skal jo bevises!?!

Vi har allerede set, at Euklid ikke brugib, far det var strengt ngdvendigt. Han
ventede heltindtil beviset for Euklid 29. Det viser sig, agte af de fgrste 28 seetninger
faktisk kan bevises meget nemmere ved hjeelP@fog der er derfor god grund til at
tro, at Euklid selv ogsa har veeret mistroisk. Men hvorfogt@Euklid sa alligevel at
tage dette 'grimme’ postulat med? Var det en fejl, eller leakdiklid en god grund til
at medtagé5?

3.2 Playfairs Aksiom.

P5 er, som vi lige har set, teet foroundet med begrebet patatleEt andet postulat
vedrgrende parallelitet kaldes Playfairs AksidPA]. Dette postulat siger falgende:

PA Givet en linjemog et punktP, som ikke ligger pan, sa findes der praecist én ret
linje I, som er parallel med linjem og som gar gennei.

Postulatet kaldes for Playfairs Aksiom, efter den engelsitematiker John Playfair
(1748-1819), som formulerede det. Postulatet har dog \eenelt helt tilbage i graeker-
nes tid.
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Figur 3.3: Playfairs Aksiom

Opgave 3.2.1.Denne opgave gar ud pa at bevise Playfairs Aksiom, eftenat fiata-
getP5:

1. Lad der veere givet et punktog en ret linjd.

-——.__p .
o
-~ my
- z
Figur 3.4:

Den vinkelrette fraP nedfaeldes p& og i P oprejses den vinkelrette til denne.
Den sidste kalder vi fom.

2. Hvilke Euklid-seetninger skal der til for at lave disse &tvoktioner?
3. Gor rede for akt || m.

4. Lad numy vaere en anden ret linje, som gar genrfeoannende en spids vinkel
v. BrugP5 til at bevise atmy }f |.

5. Undersgg tilfeeldet hvor> 90°.
6. Ggar rede for at fglgende nu er bevidt = PA

Vi vil senere se, hvordan man kan bevisePAt=- P5 (opgave 4.2.7).

3.3 ZAEkvivalenser til P5

Det viser sig, at hvis vi har sag§b, har vi ogsa sad?A. Omvendt har vi sadg®A, sa har

vi ogsa sagP5. Man siger, at de to udsagn akvivalenteEuklid kunne altsa havde
valgt Playfairs Aksiom som erstatning 86, da de siger det samme om systemet. Men
der er faktisk flere muligheder for postulater, som Euklichtk&t havde udskifte5
med. | opgave 4.2.8 vil vi se, 8 er sekvivalent med Euklid 32, altsa at vinkelsummen
i enhver trekant er 180
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Euklid 32

180°

Figur 3.5: Tre eekvivalente udsagn.

Havde Euklid nu i stedet valgt at ersta®® medPA eller Euklid 32, sa havde det ikke
gjort nogen forskel. Euklid var kommet frem til det samme metriske system blot
med den forskel, @5 nu ville veere at finde som en seetning, hvor det fgr havde veeret

et postulat.
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Forsgg pa at redde Euklid

4.1 En plet pa geometrien

Euklid var altsa ikke glad foP5, men han havde brug for det, for at kunne bevise
seetninger som f.eks. at vinkelsummen i en trekant ef.1B&nne mistro tilP5 fort-
satte op igennem historien. | 1621 omtalte matematikergil&aP5 som ’en plet pa
geometrien’. En lang reekke matematikere forsggte i defgftmmde par tusind ar at
lgse problemet og fjerne pletten. Det, man gnskede, vavatdies ved kun at bruge

de farste fire postulaté?l — P4. Hvis dette kunne lade sig ggre, havde man bevist, at
P5 ikke var et ngdvendigt postulat men blot en saetning pa bdenfed de fgrste 28
seetninger Euklids Elementer

—e  Swxtninger —s P5 =  Sxtninger

Figur 4.1: Euklid bruger alle fem postula- Figur 4.2: Man gnskede at udlede

ter til at vise seetningerndguklids Elemen-  P5 ved hjeelp af de farste 4 postu-

ter. P5 bruges dog ikke i de fgrste 28 seet- later. Herefter kunne man sa vise

ninger. alle de seaetninger som finde&u-
klids Elementer

| de falgende afsnit er det vigtigt, at vi er meget opmeerksenpd, hvad vi ma og
ikke ma. Vi ma bruge de farste 4 postulater men ikke det 5 upatstvi ma ogsa bruge
alt, hvad der kan bevises med de farste 4 postulater dvsidsuldrste 28 seetninger.
Men vi ma ikke bruge de szetninger, som kommer efter szetningi@8har Euklid
jo brugt P5 til beviserne. Vi kan altsa ikke bruge den oplysning, akelsummen i
enhver trekant er 180g heller ikke Pythagoras seaetning eller Playfairs Aksiom.

2] side v.

28
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Vi skal i dette kapitel se eksempler pa, hvordan forskelfiggematikere igennem
de naeste mange hundrede ar forsggte at rette pa aksiomsy&tegeometrien.
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4.2 Al-Tusi

| det 7. arhundrede opstod der, i forbindelse med Islamsiepstinder arabisk ledelse,
en verdens-stormagt i Mellemgsten. Pa fa ar lykkedes dbtskeastyrker at erobre
enorme land-omrader fra Indien i gst til Spanien i vest. infde videnskaben overtog
araberne ogsa fgringen. Mange af de veerker, som greekerde $leevet, blev oversat
til arabisk og laest af arabiske videnskabsmeend. Salede&bldids Elementekendt
i den arabiske verden og blev ogsa her genstand for megenrgsorahed.

Det omrade, vi i dag kender som Iran, var omkring ar 1200 gtadi del af det
arabiske rige, og byen Nishapur var et stort center for \8ah. Her i Nishapur blev
Al-Tusi Nasir-Eddin uddannet.

Al-Tusi Nasir-Eddin 1201-1274.

Al-Tusi interesserede sig bl.a. for logik, astronomi og enaatik, og han laeste selv-
falgeligt ogsa Euklid. Vi skal nu se, hvorledes Al-Tusi betiede spgrgsmalet om
parallelle linjer dvs. problemet meés. Det var pa det tidspunkt meget normalt, at
man refererede Euklid og tilfgjede egne kommentarer. Degrdnger, vi her skal
folge, stammer fra Al-Tusis kommentarer til Euklid, og de Wxgeret placeret mellem
Euklid 28 og Euklid 29.

Al-Tusi var ikke den farste af de arabiske videnskabsmaeadkdmmenterede
Euklids femte postulat, men han var nok en af de mest inteanéssDels fordi hans
veerker senere bliver kendt i Europa og kommer til at fa indflye pa den historie, vi
skal falge. Og dels fordi det Al-Tusi lavede er smart og sdigthoget, som vil give
os forstaelse af problemet mes.

Al-Tusi pastand, A5

Al-Tusi betragter to rette linjelr, ogl,, som skeeres af en ret linfei punkterneA og

B. Den rette linjem skeerer de to linjer saledes, at vinklen \Jg@r ret. De to vinkler,
somm danner med,, kalder vi foru og v, som det ses pa figur 4.3. Vi ser nu pa to
linjestykker med leengderr@og b, som ogsa afskaeres afog |, og som samtidig
begge star vinkelret pa:
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—_— m
\Q B
a v ?’u\\ l2
b
[] I_A [] I
Figur 4.3:

Al-Tusi siger sd, at hvig > u, sa er det intuitivt indlysende, atvil veere stgrre end
|AB|, og atb samtidig vil veere mindre end\B|. Med de betegnelser, som vi lige har
indfart, sa pastar Al-Tusi altsa falgende:

v>u=a>|AB|>D (4.2.1)

At noget sadan geelder er selvfglgelig en pastand og skabrdeoistuleres pa lige
fod med Euklids 5 postulater. Af en eller anden grund syne$usi at 4.2.1 er mere
intuitiv end P5, og han havde derfor ingen kvaler med at bruge 4.2.1.

For os, som har lzert om aksiomsystemer, er det klart, at €2et postulat pa
lige fod medP5, men det er tvivisomt, om Al-Tusi rent faktisk var klar ovat han
blot havde erstattd®5 med et nyt postulat 4.2.1. Postulatet 4.2.1 vil vi for eitiem
betegne medb5, eller Al-Tusis postulat.

Al-Tusis hjeelpe-saetning

Farst beviser Al-Tusi en hjeelpe-seetning, som siger at halgé&onstruktioner vil fare
til konstruktion af et rektangel:

1. Pa et linjestykké\B oprejses vinkelret et linjestykk&A' (Euklid 11).

. Den vinkelrette oprejses i punkt@{Euklid 11).

2
3. LinjestykketBB' afszettes saledes, |&A| = |BB|.
4. Den rette linjeA'B’ treekkes (P1).

A B’

Seetning 4.2.1.Vinklerne s og t er rette. ABR' er altsa et rektangel.
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Bevis.
1. Antag, at > 9(°

2. Ifglge Al-Tusis pastands geelder nu falgend¢AA | > |BB'|

3. Men det kan jo ikke passe, da konstruktionen er lavet padears made at
|AA| = |BB|

4. Altsa kan det ikke passetat- 90°
5. Pa samme made kan det viseg,ikke kan veere mindre end 90
6. Altsa har vi at = 90°
7. Helt tilsvarende kan det visessat 90°
Al-Tusi har altsa vist, at den konstruktion, vi ser pd, vitefail konstruktion af et

rektangel, hvis man undervejs bruger postulAtet O

Al-Tusis skridt til bevis for P5

Al-Tusi ser pa to linjestykkeAB og CD, som begge skeerer den rette lidj€ pa en
sadan made, atDCA= 90° og /BAC < 90°.

B

N
C A

Figur 4.4: Figuren er drejet 90 forhold til de illustrationer vi sa ved Euklid, men situatien er fuld-
steendig den samme.

EuklidsP5 siger, at de to linjestykkeXB og CD vil skeere hinanden, hvis de forlaenges,
men Al-Tusi vil forsgge at komme frem til denne skeering udebrageP5. Vi skal nu
falge den fremgangsmade, som Al-Tusi benytter.

Vi veelger et vilkarligt punkt pa linjestykké¥B, som vi kaldelE;. FraE; nedfaeldes
den vinkelrette pa den rette linfgC (Euklid 12) og nedslagspunktet kalderF4i. Der
er nu tre muligheder, hvdf; kan falde i forhold tilC:

1. F; falder sammen me@.
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2. F, falder paAC's forleengelse til venstre fdt.
3. F1 falder mellemA ogC.

B B B
El El ;
l
|
|
D D D
Er
| 1 [] J{
C=F A FiC A C Fy A

1. | farste tilfeelde er det helt klart at linjestykkerA8 og CD vil skaere hinanden,
nar de forleenges, nemlig i punkigi.

2. landet tilfeelde argumenterer Al-Tusi for, at forleengalafCD ikke kan forlade
trekanten gennem linjestykk&; F;, og derfor ma skaere linjestykk&tE; og
dermedAB (se opgave 2.9.1).

3. Tredie og sidste mulighed, hvei falder mellemA og B kraever lidt mere, og
det er denne mulighed, vi vil se pa i det falgende afsnit.

Al-Tusis argument

Al-Tusi vil nu ved hjeelp af seetning 4.2.1 bevise, at de tcelstykkerAB ogCD skeerer
hinanden, nar de forlaenges. Han laver derfor fglgende kditginer:

1. Den vinkelrette oprejses i punki&tse figur 4.5 (Euklid 11).
& F| = |AG|.

2. G afseettes saledes,

3. E1G treekkes (P1). B

C A
Figur 4.5:
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Nu vil FAGE; ifglge seetning 4.2.1 veere et rektangel, dvs
[E1G| = [RA| (4.2.2)
Konstruktionen fortsaettes nu:
1. Punktet; afsaettes pa linjestykk&B saledes, aE;E,| = |E1A|, se figur 4.6.
2. FraE, nedfeeldes den vinkelrette p& (Euklid 12).
3. PalinjestykkeE,F, afseettes punktéd; saledes, dHiF| = |E1Fy|.
4. LinjestykketHE; treekkes (P1).

B
D Es
|
|
:
|
l
:
|
1 o 1 1
C F Fy A
Figur 4.6:

Falgende kan nu observeres:
1. RFEH; erifalge Al-Tusis saetning (4.2.1) et rektangel.
2. Derette vinkler i rektanglerne betyder, at punktefaB, G ligger pa en ret linje.

Vi betragter nu de to retvinklede trekantevE;H{E; og AE;GA Udover at veere
retvinklede har trekanterne endnu en vinkel feelles idet:

ZHiE1 By = ZGEA

da vinklerne er topvinkler (Euklid 15). Da sider&eE; og E1A ogsa er lige store, vil
trekanterne veere kongruente (Euklid 26), som medfarer:

|HiE1| = [E1G|
DaFFE1H; og FiAGE; er rektangler, ses det at:

|FoF1| = |FA|
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Denne proces kan nu fortsaettes, og pa et tidspunkt ender mdueif, og tilharende
Fn, hvor F, ligger til venstre forC. Pa figuren en = 3, menn kunne egentligt veere
hvad som helst. Pointen er bare, at vi pa et tidspunkt nar ukbtpéanden side &F.

B
\l
I
E3|
:
I
! E
H$i7 2
H, E, G
F3117 ] ]

LinjestykketCD er nu indespeerret i en trekant og er ngdt til at skeere lirfkkstAE,
og dermedAB (opgave 2.9.1). Det er nu bevist, at nar man forleenger liyl&srne
AB ogCD, sa vil de skaere hinanden. Al-Tusi har nu bevist saetningen:

Seaetning 4.2.2.Hvis to rette linjer skaerer en tredie ret linje og danner takler pa
samme side, hvor den ene er ret og den anden er spids, sa \il lifger skeerel
hinanden.

Opgave 4.2.3.Hvor i beviset bruger Al-Tusi postulaté6?
Opgave 4.2.4. ¥ Al-Tusis bevis forudseettes det, at den ene vinkel er ret.
1. Hvad sigeiP5 om vinklerne?

2. Brug Al-Tusis resultat til at bevise, at de to linjerog |, pa falgende figur vil
skaere hinanden, hvisog u begge er spidse:

|
|
|
|
A lo
|
|
|
|
|

CAY v

Opgave 4.2.5. ¥ilader nu den ene vinkel veere stump:
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lh

Fra den spidse vinkels spids nedfeeldes den vinkelrette (Euklid 12). Antag nu, at:
vV+u< 180
1. Vis, at vinkelsummen i den retvinklede trekant er:

S=w—v+270

2. Antag nu, aS< 180 og brug dette til at vise fglgende ulighed:

w<v—90°
3. Vis nu, at;

u+w< 90°

4. Brug seetning 4.2.2 til konkludere, latog |, vil skeere hinanden.

Vivil senere, se at det kan bevises, at vinkelsummen i erthefeaint ikke kan overstige
180", og at man i beviset for dette blot bruger de farste fire pagtulSaetning 4.4.1).
Det er derfor ikke en fejl at antage &K 180°.

Opgave 4.2.6. Gar rede for, at opgave 4.2.4 og opgave 4.2.5 viser, at manAlRed
Tusi lgsning kan bevise5.

Opgave 4.2.7 Vis, at Playfairs AksiomnmedfarerP5:

PA=-P5
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Akvivalens til Euklid 32

Vi har set, hvordan man med Al-Tusi postulat kan beWSe
A5 = P5

For at bevise dette anvender Al-Tusi saetningen om, hvortleek&ngel konstrueres
(seetning 4.2.1). Det kan nemt vises, at denne seetning evadkvi med Euklid 32 (se
opgave 4.2.8).

Seetning 4.2.1«<—= Euklid 32

Med Al-Tusis resultat har vi altsa bevist, at Euklid 32 medfd5.

Euklid 32 < Seaetning 4.2.%& P5
Euklid viste, atP5 medfgrer Euklid 32. Vi konkludere, at:

P5 <= Euklid 32

som det blev pastaet i afsnit 3.3.
Opgave 4.2.8.Denne opgave gar ud pa at bevise:

Euklid 32=- Al-Tusi Seetning (4.2.1)
Falgende skridt kan falges:

1. Antag Euklid 32.

2. Fglgende figur konstrueres|#X| = |BB/|:

Tegn diagonale®'B og gar sa rede for, at de to trekanter, der fremkommer, er
kongruente.

3. Vis, att er ret.

4. Ggar rede for, at saetning 4.2.1 nu er bevist ved at brugaEBRI



38 KAPITEL 4. FORS@G PA AT REDDE EUKLID

4.3 Wallis

En anden af de personer, som forsgger bevise Euklids 5.lapstar den Engelske
matematiker John Wallis. Wallis var professor i matemagh universitetet i Oxford
og skulle bl.a. undervise i den matematik, man kendte frazohelg graekere. Saledes
kommer Wallis helt naturligt til at skulle foreleese om Eudlslifem postulater for geo-
metrien. Wallis havde lgest Al-Tusis kommentarer til Eukbg han var klar over, at
der var et problem med det femte postulat.

John Wallis 1616-1703.

Den matematik, vi her skal se, stammer fra en forelsesningparallel-postulatet som
Wallis holdt i Oxford 11 juli 1663.

Wallis’ bevis

Vi skal nu se, hvordan Wallis forsggte at reparere pa Eulallis betragter to linjestyk-
ker AB og CD, som begge skeerer et tredje linjestykk@ saledes, at summen af de
indvendige vinkler er mindre end 180Wallis gnsker nu at vise at de to linjer sa vil
skaere hinanden. Undervejs vil han kun bruge de farste 4 lptestu

B

c A

Wallis har, som Al-Tusi, drejet tegningen®dorhold til figur 3.1 side 25, men proble-
met er fuldsteendigt det samme. Med betegnelserne fra fignareWallis altsa falgende
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oplysninger om vinklerne:

/BAC+ /DCA< 180° (4.3.1)
Wallis flytter nu linjestykketAB langs linjenAC pa en sddan made at de hele tiden
danner den samme vinkel som oprindeligt. Pa figuren betejBésaledes en kopi af

linjestykketAB som sa er flyttet et lille stykke til vestre. Dette kan Wallarg ved at
flytte vinklen ZBAChen til A/, som vi sd i Euklid 23.

Figur 4.7: Linjestykke®AB flyttes saledes, at det hele tiden danner samme vinkel miedtijikketAC.

Pa et tidspunkt, nar man flytt&B, vil kopien af punktefA falde sammen med punktet
C. DaZBACog ZDCAtilsammen er mindre end 180vil /DCb > 0, som det ses pa
figuren. Wallis siger nu, at man ved denne proces pa et tidsan et linjestykken 3,
som skeere€D i et punkt, som vi kaldey:

Vi star nu med en trekartCy, hvor Za og ZC er lige sa store som henholdsvi#\
og ZC pa den oprindelige figur. Wallis siger nu, at det er muligtomsfarre trekanten
aCy pa en sadan made, at vinklerne i den nye forstgrrede trefade samme, som
vinklerne i AaCy, og grundlinjen i den nye forstgrrede trekant er lige sa EngAC:
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B*

C (67

Figur 4.8: AaCy forstarres tiIAACB'.

Denne nye forstagrrede trekant, som betegh@&€ B, kan nu placeres pa vores oprin-
delige figur. Vi far da billedet:

B*

C A

og Wallis har nu vist, at de rette linjé&B og CD kan forleenges saledes, at de skeaerer
hinanden i punkteB*, hvilket er preecist, hval5 siger.
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Wallis 5 Postulat

Wallis har nu udledP5 ved hjeelp af de farste 4 postulater. Men undervejs kom Wal-
lis til at lave en antagelse, som Euklid ikke havde formuleveallis antog nemlig
falgende:

WS5: Det er muligt at forstarre trekanter uden at aendre paaink.

Wallis erstattelP5 med postulatet om forstgrrelse af trekanter kald&t Wallis var
godt klar over, at han brugte en antagelse, som ikke var flemetwed Euklid, men for
Wallis varW5 mere intuitivt end®5. Wallis havde vist, at hvis man h&r5, kan man
komme frem tilP5. Det viser, sig at det ogsa er muligt at ga den anden veg alts
komme frem tiW5 ved antagelse &5. De to udsagi®5 ogWS5 er altsa aekvivalente.
At antage den ene er altsa lige sa godt som at antage den gsel@fsnit 3.3).

Opgave 4.3.1.Giv et argument for, &V5 fglger afP5. Argumenter farst for at det er
tilladt at bruge alle Euklids seetninger til dette.
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4.4 Legendre

Den nzaeste, vi skal se pa, er den franske matematiker AdrameNegendre. Legendre
var en af sin tids mest begavede matematikere. Legendredimgennem mere end
30 ar at bevise Euklids femte postulat ud fra de farste firéytater. Problemet med
Euklids femte postulat var blevet et rigtigt prestigepesh) og Legendre ville virkelig

cementere sin position som en af tidens fgrende matematikers han kunne lgse
det.

Legendre 1752-1833.

Legendre kom med flere bud pa lgsninger til problemet, mendeuey viste det sig, at
der var fejl i argumentationen. Legendre skrev en leerebégmentser geometri, som
var meget inspireret @&uklids ElementerEn bog, som blev brugt meget i de franske
skoler. | denne bog forsgger han at give et bevisir Planen er, at angribe Euklid
32. Seetningen, der siger, at vinkelsummen i enhver trekal8@. Legendre gnsker
at bevise Euklid 32 kun ved hjeelp BiL. — P4 og for at g@re dette, vil han bevise de to
uligheder:

u+v+w< 180 (4.4.1)
0g
u+v+w> 180 (4.4.2)

hvor u, v og w er vinklerne i en trekant. Disse to resultater vil tilsammese, at
vinkelsummen i en trekant er 18Gsom er aekvivalent mekeb.

Legendres fgrste saetning

D
—

Seetning 4.4.1 (Legendres fagrste seetningdm vinklerne i enhver trekant geelds
u+v+w<18C

Husk pd, at Legendre i falgende bevis kun er interesserebiiuate de farste fire af
Euklids postulater (samt de fagrste 27 seetninger fra EuEldmenter). Beviset er et
modstrids-bevis. Legendre antager det modsatte af dernggeltian gnsker at bevise.
Dette skal sa gerne fare til noget 'sludder’, hvorved sagmirvil vaere bevist (se 11.1).
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Bevis. Antag, at der findes en trekaABC, hvor vinkelsummen er stgrre end 80

u+v+w> 180 (4.4.3)

C Cy

Figur 4.9:

LinjestykketAB forlaenges nuAABCforskydes nu lang8Bsforleengelse, og trekan-
tenBB;C; dannes, som det ses pa figur 4.9. Linjestykk@ét treekkes. Vinklerna, v
og x udggr til sammen to rette vinkler sa:

u+v+x=180 (4.4.4)

Ved nu at sammenligne (4.4.3) og (4.4.4) ses de#;, atx.
AABCog AC1CB har to sider, som er parvis lige stot&C| = |C1B| og |BC| = |CBH|.
Fra Euklid 24 ved vi nu, at:

|AB| > |CC| (4.4.5)

Ved nu gentagne gange at forskyde treka®BQ, kan man nu producere en hel stribe
ens trekanter, som det ses pa figur 4.10. Antallet af nyertekhetegnes.

CT?,

Figur 4.10:

Legendre vil nu beregn leengden #ail B, langs to forskellige veje. Den fgrste vej
gar langs punkternaCG_C;. ..C,B,,. Denne vej har leengden:

= |AC|+n|CCy| + |CB]

Den anden vej gar langs den rette linjeArtil B, altsa langs punktern®BB,B;. .. By,
0g den har leengden:

Vep| = |AB| + |BBy| + [B1B2| + ...+ |Bn_1Bn| = |AB| +n|AB (4.4.6)
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n er antallet af ekstra trekanter, der er tilfgjet. Ulighe{4.4.5) siger, alve p| vokser
mere endve j| hver gang, der tilfgjes en trekant (altsa nar n vokser). \ledlot at
tilfgje tilpas mange trekanter til tegningen, kan man s#igg at|ve p| er stgrre end
|veji|. Men det er noget sluddere p er nemlig den rette linje fra til B, og er dermed
den korteste vej mellem de to punkter. Vi har nu den gnskeakstrid. O

Opgave 4.4.2 Find de steder i beviset, hvor P1-P4 bruges. BriRfesbeviset?
Opgave 4.4.3.Fra (4.4.5) ses det, at der findes et positiveta:

IAB| = |CCy| +¢

Hvor stor skah veere for at sikre, dvep| > |vej|?

Legendres anden saetning
Vi far nu brug for at indfgre et nyt begreb kaldet vinkeldeézk

Definition 4.4.4. Vinkeldefekterd for en trekanABC med vinklerneu, v ogw er givet
ved:

3(AABC) = 180° — (U+V+W) (4.4.7)

Normalt ville man sige, at vinkeldefekten for enhver trekan0. Dette bygger pa
antagelsen om, at vinkelsummen i en trekant er’ 189 en sadan antagelse gnsker vi
ikke at lave her. Husk pa, at vi i 3.2 s, at en sadan antagalséet samme som at
antageP5.

Opgave 4.4.5. ¥is, at (AABC) > 0 for alle trekanterABC (Hint: Brug saetning
4.4.1).

Opgave 4.4.6. TrekanterABCdeles op i fire mindre trekanter, som det ses pa figuren.

C
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Vis, at:
O(AABC) = d(Aa) +0(Ab)+d(Ac) + d(Ad) (4.4.8)

Her betegnea, b, c ogd de sma trekanter.

Seetning 4.4.7 (Legendres anden saetningdm vinklerne i enhver trekant gaelds
u+v-+w> 180

1%
—_

Bevis. Antag, at der findes en trekaABC, hvor vinkelsummen er mindre end 180
Hvis vinklerne i trekanten kaldas v ogw geelder altsa fglgende:

u+v+w< 180 (4.4.9)
Om vinkeldefekten for denne trekant ved man alts4, at:
3(AABC) = 180 — (u+Vv+w) >0 (4.4.10)

SidenBC halveres i et punkt, som kald@s Trekanten drejes en halv omgang omkring
punktetP saledes, an\BCA dannes. LinjestykkefAB og linjestykketAC forleenges.
Lad nuC’ veere et punkt pa forleengelsenfs. Den rette linje genner@’ og A’ traek-
kes, og skeeringspunktet mellem denne og forleengelsAB kfldesB':

C/

Figur 4.11:

Da /ABCA er en rotation af\ ABC har disse samme vinkeldefekt:

5(ACBA) = 8(AABC) < 8(AABC) +3(ACBA) =2.5(AABC)  (4.4.11)
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Om vinkeldefekten foN\CA'C' og ABB'A’ ved vi fra Seetning 4.4.1:
3(ACAC) >0 (4.4.12)

og
5(ABBA') >0 (4.4.13)

Legendre beregner nu vinkeldefekten for den store treXBi@ ved hjeelp af resultatet
fra opgave 4.4.6:

8(AABC') = 8( AABC) + 8(ACBA) + 5( ABBA) + 8( ACAC))
— 2. 8(AABC) + 8(ABBA) + 5( ACAC)) (4.4.14)
> 2.5(AABC)

Den nye trekant\AB'C’ har altsd mindst dobbelt sa stor vinkeldefekt som den op-
rindelige trekantAABC. Vi kan ved samme metode producere en ny trekant, som har
mindst dobbelt s stor vinkeldefekt safwWAB'C’ og altsd mindst fire gange sa stor
vinkeldefekt som\ABC. Ved at gentage processen mange gange kan vi producere en
trekant med sa stor vinkeldefekt, som vi gnsker. F.eksigiéine have en vinkeldefekt

pa 187 eller mere. Det kan vi fa ved at gentage processen. Men iti{jsitionen kan
vinkeldefekten hgjst han veere T8Wi har altsa den gnskede modstrid. 0J

Opgave 4.4.8.Find de steder i beviset for saetning 4.4.7, hvor Euklids Brste po-
stulater bruges.

Legendres fejl

| beviset for Seetning 4.4.7 er Legendre, pa samme made sotid Fulkeget omhyg-

gelig med kun at bruge de ting, han har lov til, dvs. de fargtestulater samt Euklids
farste 28 seetninger. Beviset virker derfor meget overleends. Legendre kommer dog
ubevidst til at bruge et postulat, som han ikke har til radiyrEt postulat, der er neert
besleegtet me®5. P4 den made ger Legendre det samme, som f.eks. Wallis havde
gjort: han laver en ny antagelse, som kommer til at ersifiteDer er godt nok den
bemeerkelsesveerdige forskel at Legendre, i modseaetningliis\Nikke er klar over, at

han bruger antagelsen.

Opgave 4.4.9.

1. Hvor i beviset laver Legendre en fejl?
2. Ggarrede for, at det postulat, som Legendre ubevidst brigge formuleres som:

L5: Igennem ethvert punkt i det indre af en vinkel gar der anlinge, som
skeerer begge vinklens ben.
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Det postulat, som Legendre fejlagtigt bruger, vil vi betegmedL5. | afsnit 8.3 vil det
blive helt klart, hvad Legendres fejl er.

Det viser sig, at.5 ogP5 er eekvivalente pa samme made, $&# ogP5 var.

4.5 Proklos

Vi skal til sidst se et noget aldre forsgg, som stammer fragieeske matematiker
Proklos (411-485 e.kr.). Proklos bruger en seetning ungersem tidligere var blevet
indfart af Aristoteles:

Seetning 4.5.1.Lad | og m veere to linjer som skeerer hinanden i A. Afstandeetfra
punkt P p& m til den rette linje | kan gares sa stor, som detes)sked at flytte punktet
P.

Ae . l
il
:d
P
m

Vi beviser ikke saetning 4.5.1, men i det fglgende kan vi gédud fra, at seetningen
er sand.
Proklos antager farst fglgende:

1. Ladl; ogl, veere parallelle linjer (se figur 4.12).
2. Ladmyveere en ret linje, der skaergri et punktA.

3. Lad nuP veere et punkt, som vi kan beveegema

A- 1 ll
r
|

P

la
Figur 4.12:
Proklos kommer nu med fglgende argumenter:
1. Afstanden fréP til 11 kan nu ggres uendeligt stor ved at flytte punktet
2. Afstanden mellen, ogl, er konstant.
3. Men sd vild pa et tidspunkt blive sa stor, atvil skeerel,.

4. Vi har nu bevist fglgende:
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Seetning 4.5.2.Hvis en ret linje skeerer den ene af to parallelle linjer, $élen
0gsa skeere den anden af de to parallelle linjer.

5. Seetning 4.5.2> P5.
Opgave 4.5.3.
e Gennemga grundigt hvert punkt i argumentet.
e Der er et af de 5 skridt, der ikke kan ggres rede for. Hvilket?

e Formuler det postulat, som Proklos ubevidst bruger.



Kapitel 5

Aksiomsystemet

Vi har nu set flere eksempler pa, hvordan matematikere getidem har behandlet
geometri. Vores fokus har vaeret pa problemet med paralialfaietP5. | dette kapitel

vil vi danne os et overblik over, hvilke ligheder og forskell den made de griber
problemet an pa. Specielt skal vi se pa den indflydelse, deimer til at have pa
aksiomsystemet.

For at kunne fremstille de enkelte strategier indfarer véhskema over postulater
og seetninger. Til venstre i skemaet star de postulater, &simrasystemet bygger pa.
Det er sa markeret med pilex(), hvilke seetninger man kan bevise ved hjeelp af de
pagaeldende postulater. Det er vigtigt at bemeerke, at skékkae sig selv er et bevis
men blot en illustration af, hvad vi har set beviser for.

Euklid

Euklid gar i Elementerneneget ud af ikke at bruge det femte postulat i beviserne for
de farste 28 saetninger. Dette kan beskrives ved fglgendesske

P1
P2
P3
P4

= Euklid 1-28

Skemaet skal forstas saledes, at man kun har de fire postillaie radighed, nar man
skal bevise saetning 1. Nar saetning 2 skal bevises, har mamsie fire postulater, men
nu ogsa saetning 1 til radighed osv. Beviset for saetning 19.k&s. illustreres ved:

P1

P2

P3 = Euklid 19
P4

Euklid 1-18

49
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Det er dog ikke sikkert, at alle de 18 farste seetninger brufpesiset. Det vigtige i
denne sammenhaeng er bare, at disse saetninger alle erghedédiFaktisk brugte vi
kun Euklid 5 og Euklid 18 til beviset for Euklid 19, se side 14)

Efter de farste 28 saetninger var Euklid ngdt til at bruge detté postulat for at
kunne komme videre:

P1— P4
Euklid 1-28 § = Euklid 29 = Euklid 30 = ...
P5

Den geometri, som bygger pa Euklids fem postul&er- P5, og som bestar af alle
Euklids seaetninger, kalder man feuklidisk geometri

Al-Tusi

Den arabiske matematiker Al-Tusi (afsnit 4.2) var ikke iesseret i at bruge5s. |
stedet forsggte han at beviBg ved hjeelp af nogle andre postulater. De postulater Al-
Tusi gjorde brug af, var Euklids farste fire postula®dr— P4 og sa et nyt postulat,
som vi kaldteA5 (se afsnit 4.2). Med disse postulater kunne Al-Tusi fgestige en
hjeelpe-seetning 4.2.1, og til sidst kunne han bekise

P1

P2

P3 =- Al-Tusis hjeelpe-seetning- P5=- alle Euklids saetninger
P4

(A5)

Da Al-Tusi havde bevigsP5, havde han etableret alle de resultater han behgvede for at
komme frem til alle Euklids seetninger. | skemaef8&rsat i parentes for at markere, at
det er tvivisomt, om Al-Tusi faktisk vidste &5 var at regne som et postulat (se afsnit
4.2).

Al-Tusi havde som udgangspunkt godtaget Euklids farstepirstulater, sa han
havde ogsa de saetninger til radighed, som kan bevises hebeegied kunne han
bruge Euklid 1-28 til beviset foP5:

P1-P4
Euklid 1-28 » = Al-Tusis hjeelpe-seetning- P5=- alle Euklids seetninger
(AS)

Wallis

Den engelske matematiker Wallis gnskede ogsa at bevis#efoatulatetP5 ved
hjeelp af Euklids ferste fire postulater (afsnit 4.3). | siestbeebelser pa at fremkomme
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med et bevis brugte Wallis den viden, at enhver trekant kdionrs¢agrres. Denne egen-
skab er at regne som et postulat, og vi gav det nawfe{se afsnit 4.3):

P1

P2

P3 = P5=- alle Euklids seaetninger
P4

(W5)

P& samme made som med Al-Tusi, s& kan det diskuteres, hv@veitls var bevidst
om, atW5 ngdvendigvis skal indfgres som et postulat.

Legendre

Legendre var ogsa af den overbevisning?awar en saetning, som kunne bevises ved
hjeelp af Euklids farste fire postulater. Som vi sa i afsnitfdrd_egendre gennemfart
et bevis for Euklid 32 ved kun at bruge de fire fagrste postul@tet var kendt, aP5 er
aekvivalent med Euklid 32 (se afsnit 3.3), og Legendre haedmdd bevisP5. Vi har
dermed fglgende billede af, hvad Legendre lavede:

P1
P2
P3
P4

= Euklid 32 < P5

Som viogsa sd i opgave 4.4.9 sa brugte Legendre, uden setleatet, et ikke antaget
postulat undervejs. Ovenstadende skema er derfor ikke detkte billede af, hvad

Legendre egentlig lavede, men i stedet et billede af, hvagthére selv troede, han
lavede. Skemaet kan erstattes med falgende korrekte skema:

P1
P2
P3 » = Euklid 32 < P5
P4
L5

Her erL5 det postulat, som Legendre bruger uden selv at veere kladev¢se afsnit
4.4). Det lykkes dog Legendre at bevise, at vinkelsummentiekant er mindre end
eller lig med 180. Det resultat, som vi kaldte Legendres fgrste saetningl(y.Bette
resultat hgrer sammen med Euklids farste 28 saetningedédrgf den made, at alle
disse kan bevises ved hjeelp af de farste 4 postulater:

P1

P2 Euklid 1-28

P3 Legendres fgrste saetning
P4
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Saccheri

Et af de meget begavede forsgg pa at lgse problemet medefawatiilatet kom fra
den Italienske matematiker Gerolamo Saccheri (1667-1%83)il ikke ga i detaljer

med Saccheris behandling af problemet, men blot bruge etakaf den type vi lige
har indfart, til at danne os et billede af, hvad denne It&idavede.

Saccheri havde samme mal som Legendre, nemlig at redBéetieen saetning.
Fremgangsmaden var at antage det modsaf8,afom vi kalder nori?5 og sa bevise,
at dette vil fgre til en modstrid (se eventuelt afsnit 11.1raodstrids beviser):

P1

P2

P3 = mystiske seetninges modstrid
P4

non-P5

Med dette omvendte postulat n®% (samtP1 — P4) kunne Saccheri bevise en raekke
mystiske saetningesom var forskellige fra de saetninger, man kender fra Eigkid
geometri. Efter meget slid kunne han sa til sidst konkludatrezsetningerne ville fgre

til en modstrid. Da nor?5 ville forarsage en modstrid, kunne Saccheri slutte, at al-
ternativet, nemligP5, var den eneste mulighed. Dermed & bevist ved hjeelp af
Euklids farste fire postulater.

Det viste sig senere, at Saccheri havde begaet samme fajldsanange forgaen-
gere. For at etablere modstriden kom han, i de sidste argeméihat bruge noget,
som han ikke havde postuleret eller gjort rede for. Bevisattenderfor forkastes. De
besynderlige saetninger kunne simpelthen ikke fgre til edstial.

Opgave 5.0.4.Lav et skema over de postulater og seetninger, som Prokldsggeaf.
(Denne opgave er en fortseettelse af opgave 4.5.3)

Flere aekvivalenser tilP5

Som set i afsnit 3.3 sa findes der postulater, som kan erftaibelen at aendre pa det
endelige geometriske resultat. Vi siger, at sadan et patstigP5 er sekvivalente. |
afsnit 3.3 var der to eksempld?layfairs Aksion(PA) og Euklid 32. Faktisk findes der
en lang raekke andre eekvivalenselPl. Vi har set en reekke eksempler pa postulater
(A5, W5, L5 osv.), som af forskellige matematikere blev bégtyi stedet foP5. Alle
disse postulater er faktisk sekvivalente nitglog indbyrdes aekvivalente med hinan-
den. | falgende skema er dette beskrevet ved at Xdgleepraesentere et hvilket som



53

helst af disse femte-postulater:

P1
P2
P3 } = de andre femte-postulater alle Euklids seetninger
P4
X5

De skemaer vi her har set, er altsa temmelig ens. Den enestadskiller sig fra de
andre, er Euklids, idet han var helt bevidst onRawar ngdvendigt. Men havde Euklid
ret, nar han valgte at tag®s med? eller vil det virkelig vise sig, &5 kan bevises med
de farste fire postulater? Jeg vil lade spgrgsmalet haengeduiten men lover, at vi
vil vende tilbage til det i afsnit 8.7.

Geometrien, som bygger pa postulateRfe— P4, og et af de femte postulater
kalder maneuklidisk geometriDen geometri, som kun bygger pa-P4, kalder man
for absolut geometri



Kapitel 6

En anden geometri

| afsnit 3.2 laerte vi, aP5 er teet knyttet til begrebet parallelitet. Det viste sigPatvar

aekvivalent med det postulat, som kaldes Playfairs Aksioet diyjer, at der gennem et

givet punkt findes preecist én ret linje, som er paralleletil fra starten, given ret linje:
P

. l

m

Figur 6.1: PA: Der findes praecis én parallel titigennenP.

For at forsta, hva@A siger, sa kan det vaere en ide at undersgge, hvilke alteendtiv

er til PA. Derfor forestiller vi os nu en ret linjej og et punktP, som ikke ligger pam.

Vi gnsker at undersgge, hvor mange rette linjer, der finades,gar genner og som
samtidig er parallelle mewh. Der er tre muligheder for udfaldet af vores undersggelser:

a. Der findes ingen paralleller tih, som gar igennerr.
B. Der findes preecis én parallel til, som gar igenner® (PA).
y. Der findes flere paralleller tih, som gar igennern.

Man havde i ca. 2000 ar forsggt at forkaste muligheay mulighedy, hvorved man
ville sta tilbage med mulighedds) som er den euklidiske geometri.
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Figur 6.2: Tilfeelden. Ingen parallelle linjer tilm gennenP.

ly

13 l2
m

Figur 6.3: Tilfaeldey. Mange parallelle linjer tim gennenP.

En ngdvendig konsekvens af tilfeeldetr, at alle rette linjer gennem vil skaerem,
og denne egenskab, kunne man bevise, ville fgre til en selsigelsea kunne man
derfor godt forkaste (se opgave 6.0.5).

Opgave 6.0.5. Brug Legendres fgrste saetning (4.4.1) og figur 6.4 til atdet& tilfsel-
deta. Gar ogsa rede for, hvilke af Euklids seetninger, der skajésuil at konstruere
de rette vinkler.

m

Figur 6.4:

Tilfeeldeta kunne man altsa forkaste. Anderledes sa det ud med tilfagldidan
kunne simpelthen ikke bevise, tville fgre til en modstrid. Dette kunne betyde to
ting: enten var man ikke god nok til at lave beviser, ellerdogar det ikke muligt at
forkaste tilfaeldety. | 2000 ar havde man veeret helt overbevist om, at det varj ford
man ikke var god nok. Man var sikker pd,jatille fare til en selvmodsigelse. Det var
bare et spgrgsmal om at finde et bevis for det. Man kan godéfaas matematikerne
havde sveert ved at acceptere tilfeelgdtvor der findes mange linjer genndtnsom
er parallelle medn. En sddan egenskab ville ikke passe med vores intuitivésielse
af geometri. For at komme veek fra den indgroede opfattelgeametri skal vi i de
falgende afsnit arbejde med en helt anden type geometri maadet aksiomsystem
0g nogle helt andre seetninger.
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6.1 Sfeerisk Geometri

Lad os prgve at udforske en anden type geometri, som umiaid&Bmn virke temmelig
skar. | denne geometri skal der bl.a. geelde at:

e Gennem to punkter kan man traekke en ret linje.
e Alle rette linjer skeerer hinanden i preecist to punkter.
Man kan nu observere et par besynderlige egenskaber ved daderledes geometri:
e Der findes ingen parallelle linjer.
e Der findes to-kanter.

Det kan umiddelbart lyde som en helt tabelig ide, og hvis maaver at tegne det,
bliver man ngdt til at ga pa kompromis med den made, man saighiarhar tegnet
geometri pa. For at sikre sig, at de rette linjer vil skeer@hiten to gange, bliver man
ngdt til at forestille sig, at rette linjer kan bgje:

l3 L

N

la

Figuren skal saledes forestille fire rette linjer, som en&tga en sddan made, at de
hver iseer skeerer hver af de andre rette linjer i to punkteafEe krav, vi havde til
geometri, var, at geometrien skulle veere et billede af Vigkeden. Man vil nu ved
farste gjekast typisk mene, at denne geometri ligger megeft lfra virkeligheden.
Men det er ikke rigtigt. Den geometri, vi lige har forsggtegre, er faktisk temmelig
virkelig. Faktisk bevaeger vi os hver dag rundt pa en sddamged Vi skal nu lave
geometri pa overfladen af en kugle som f.eks. Jorden. Vi dtsdl traekke rette linjer
og tegne trekanter pa en kugles overflade. Kuglens overflaleaksa spille samme
rolle, som det flade stykke papir gar i den ssedvanlige Ewdledigeometri.

Euklids fem postulater vil ikke kunne bruges som udgangkpfor geometri pa
kugleoverfladen. Dette betyder dog ikke, at man ikke kand@aenetri pa kuglefladen.
Man har bare brug for andre postulater og dermed et andairakgstem. Aksiomsy-
stemet for kuglen kunne ligne det, der er beskrevet i staftafsnittet.

Hvad er sa en ret linje pa en kugle? Vi husker Euklids definigben ret linje:

E4: Enret linje er en linje, som liggelige mellem punkterne pa den.

Det er ret sveert at forsta, hvad Euklid mener med denne definig nar vi skal til at
lave geometri pa kuglen, har vi brug for en definition, vi karsfa:

Definition 6.1.1. Enret linje igennem to punkter er den korteste vej mellenkpeme.
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Pa kuglen er den rette linje altsa den korteste vej fra etipitiket punktB. Denne
vej skal vaere pa kugleskallen. Det er ikke tilladt at gravengler igennem kuglen. Den
korteste vej fraA til B vil nu veere langs eaekvatorlinjeogsa kaldet estorcirkel Det
er de cirkler, der fremkommer, nar kuglen skeeres af et plam,samtidig gar gennem
kuglens centrum.

Figur 6.5: Eksempler pa storcirkler: Hver storcirkel skedreer af de andre storcirkler i preecist to
punkter.

Alle storcirklerne har samme radius som kuglen. Vores tatjer er altsa storcirkler.
To storcirkler vil altid skeere hinanden i praecist to punkégy de to skeeringspunkter
vil ligge diametralt modsat hinanden.

Opgave 6.1.2.De postulater, som er opstillet i starten af dette afsniklex nok til at
beskrive kuglens geometri. Overvej hvilke postulater,@@mntuelt kan tilfgjes listen?

6.2 To-kanter

To rette linjer pa en kugles overflade skaerer hinanden i téteuA og B dannende en
figur, som har et areal. Figuren, som minder om skallen fréy&ke vandmelon, har
to sider og har derfor faet navnet-kant

Figur 6.6: En sfeerisk to-kant.

De to sider i to-kanten danner to vinkler med hinanden. Ekeliwed hver skaerings-
punkt. Pa figur 6.6 er den ene vinkel markeret og betegnetvnid to vinkler er ens
og svarer til vinklen mellem de planer, som storcirklermggér i.
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To-kantens areal udgar en brgkdel af kuglens samlede adeafleal. Denne brgk-
del er den samme, som den brgkdeldgar af en helt omgang ved punkgetdvs.
380+ Vi har derfor fglgende udtryk for arealet af en to-kant:

v
Areal= —— -K 2.1
rea 360 (6.2.1)

her erK kuglens samlede overfladeareal.

Opgave 6.2.1.0vervej hvordan vinklew mellem to storcirkler males, hvis man star
pa overfladen af kuglen?

Bemeerknin@.2.2 Kuglens overfladeare#l kan beregnes, hvis radiukendes som:
K = 4mr?

| denne her sammenhaeng, er det bare ikke sa interessantunladsareal praecist er.
Kuglens areal vil vi fremover bare betegne nied

6.3 Den sfeeriske trekant

Tre punkterd, B ogC, udspaender en trekant pa kuglefladen som man kalder enksfeeris
trekant. Hver side i den sfeeriske trekant er en del af enigtetc

\ 2

Figur 6.7: Den sfeeriske trekaABC. Arealet af AABCbetegned .

Vi vil nu udnytte formlen for arealet af en to-kant (6.2.1)di bestemme arealet af en
sfeerisk trekant. Vi betegner arealet af trekarA®C medT.

Hvis man betragter vinkleA ses det, at denne udspaender en to-kant. Arealet af
denne to-kant kalder vi for, og det kan beregnes ved formel 6.2.1, hvorved vi far:

A
=360

hvor K er kuglens overflade. Tilsvarende udspaender vinklBrog C hver en to-kant,
som har arealerngog z

X (6.3.1)

y=-——-K (6.3.2)
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z=-—— K (6.3.3)

De to storcirkler, som skeerer i punkt@skeerer hinanden pa den anden side af kuglen
i punktet, som vi kalde€’ (se figur 6.8). De to storcirkler med den mellemliggende
vinkel C udspaender endnu en to-kant med azesdm ligger symmetrisk pa den anden
side af kuglen. Tilsvarende far man ogsa to punkteng B’, som ogsa ligger pa den
modsatte side af kuglen. PunktereB’ ogC’ danner en trekant, hvis areal vi betegner

T,
B
T l

TI

Figur 6.8:

Vi har nu gjort falgende observationer:

To-kanterne overlapper i trekant&BC med areall .

To-kanterne har hver en symmetrisk to-kant pa den anderaskigglen.

De symmetriske to-kanter overlapper i trekarké®C’ med areall”’.

TrekanternéABC og A'B'C’ er kongruente og har derfor samme ar&ak: T’

Hvis man skaerer kugleskallen op efter to-kanterne og falderud, far man falgende
figur:
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C/

Cl

c’ c’
TrekantenA'B'C’ er dog medtaget tre gange og punkiébptraeder fire gange. Hvis
figuren foldes sammen, vil de fi@er falde sammen og tilsvarende med trekanterne
T.

Man kan nu se, at de ialt 6 to-kanter tisammen daekker helkekagverflade. Dog
vil arealerne overlappe i de omrader, hvor trekanterneeligger vil overdaekningen
ligge i tre lag. De seks to-kanter har altsa tilsammen sanmmea aom hele kuglen og
fire ekstra trekanter. Dette giver fglgende ligningen:

2X+2y+22=K+4+2T + 2T =K +4T (6.3.4)
Indsaettes nu de resultater, som vi fandt for arealet af mekae far man:

2X+2y+2z=K+4T

A B A
= 2—360)-K—|—2—360)~K+2—3600-K:K+4T
A B C
K = K +4T
A (180f+18@'+18@) -
A+B+C
ATETE K K 4T
— ( 180° )
A+B+C
ATETY )k =4t
— ( 180° )
. . _K(A+B+C-180
4 180°

Vi har altsa fundet et udtryk for arealet af en sfeerisk trékan
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Seetning 6.3.1.Arealet af en sfeerisk trekant er bestemt ved:

K (A-i— B+C—180’)

T=-
4 180°

hvor K er kuglens overfladeareal.

Bemeerk at arealet af den sfeeriske trekant kun afhaenger a¢ denkler A, B ogC
samt kuglens overflade ardél Det er altsa ikke nagdvendigt at kende laengden af en
af trekantens sider for at finde arealet. Arealet af en sfamékant ma ngdvendigvis
veere positivt. Af seetning 6.3.1 kan det sa konkluderes,rielsummen i en sfeerisk
trekant ma veere stgrre end 280

Seetning 6.3.2.For vinklerne i enhver sfaerisk trekant geelder:

A+B+C > 180

Opgave 6.3.3.Det oplyses, at jordens radius er 638 og at Danmark (uden Grgn-
land og Faergerne) har arealet 43.88%. Beregn vinkelsummen i en trekant, som har
samme areal som Danmark.

Opgave 6.3.4.Det oplyses, at Grgnlands areal er 2.176.R08. Beregn vinkelsum-
men i en trekant, som har samme areal som Grgnland.

Opgave 6.3.5.0vervej om der pa en kugleflade findes trekanter med forglkettior-
relse men med vinkler, som er parvis lige store? (Hint: Biaagrsng 6.3.1).

Opgave 6.3.6.Kan P5 formuleres for rette linjer pa en kugle? \R6 her veere et
postulat, en saetning eller uden mening?

6.4 Den sfaeriske geometri accepteres

Det, der fagrst virkede som en helt skar idé (alle rette lisjaerer hinanden to gange
og at der derfor ingen parallelle linjer findes) har vi nu ikikeget problem med at
acceptere. Vi accepterer denne geometri, som bygger pé hegynderlige postulater
af den grund, at vi kan forsta den som den geometri, der gaddeverfladen af
en kugle. Vi siger, at kuglefladen er en model af den geonsxim de besynderlige
postulater danner, og vi kalder geometriendaerisk geometri

Vi har nu set eksempler pa to ret forskellige geometrier: eieklidiske geometri
og densfaeriske geometi accepterer disse geometrier, fordi vi kan tegne deme(lav
modeller af dem). Demuklidiske geometrkan vi tegne pa et uendeligt stort stykke
fladt papir, og dersfeeriske geometkian vi tegne pa overfladen af en kugle.
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6.5 Atlas

Et andet billede af den sfaeriske geometri et atlas elleneidart. Man kan forstille sig

jordkloden i form af en globus med tilhgrende verdenskoettélinjer pa globusen er
storcirkler, som pa landkortet vil fremsta som nogle buadjestykker. Den korteste
vej fra New York til Kebenhavn gar saledes langs en bue op Gvenland.

Gronland

NY KBH

Verdenskort

Figur 6.9: Den rette linje fra New York til Kebenhavn gar o@mnland.

Hvis man ikke tror pd, at den omtalte rette linje gar over Gapad, sa kan man traekke
en snor pa overfladen af en globus.

Landkortet, som godt nok ser temmelig fladt og euklidisk udlesa ogsa en mo-
del af den sfaeriske geometri, og rette linjer pa landkoritétde fleste tilfeelde veere
buede. Vi vil ikke undersgge denne landkort-geometri naaymeen blot se den som
et eksempel pa en model, hvor rette linjer ikke ngdvendigvisoget, der tegnes med
en linial.



Kapitel 7

Ikke-euklidisk geometri

7.1 Lobatjevskij

\ores historie tager nu et langt geografisk hop til en af derydlerste egne af Europa,;
Kazan i Rusland. Pa universitet i Kazan var Nicolaus Lola}g ansat som professor
i matematik. Lobatjevskij var interesseret i geometriemmdlag og kom saledes helt
naturligt til at stifte bekendtskab med problemerne veeinde Euklids femte postulat.

15 v

Nicolaus Lobatjevskij 1792-1856

Det er ikke kun geografisk, vi tager et langt hop, men ogsanizdssigt. Vi springer
til aret 1823, hvor Lobatjevskij farste gang skriver om gesrens grundlag. Det var
kun nogle fa ar efter, Legendre var kommet med sit forsgg p&de Euklid (det
sidste forsgg fra Legendre udkom i 1813Alligevel tilhgrer Lobatjevskij en ny tid
0g en ny generation af matematikere, og i den henseende s Wop langt. Flere
steder i Europa har man pa den politiske scene oplevet riwodu, og ogsa inden for
videnskaben bliver det tilladt at ga nye veje og at teenkegler hidtidigt ikke havde
veeret mulige. Det sker ogsa inden for matematikken og i fiaibise med geometriens

1[11] side 865.

63
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grundlag. En af de farste, der virkelig begyndte at rykke gedmetriens grundlag,
var denne russiske professor. Lobatjevskij ville undeedgfy ved at undersgge det
aekvivalente udsagn om vinkelsummen i en trekant (Euklid B2yved habede han,
som sa mange andre fgr ham havde habet, at pletten pa Eukli@ kaskes ren. Men
efter et stykke tid gik det op for Lobatjevskij, at man kunmeskulle ga helt ny veje
for at komme til forstaelse af dette gamle problem. Nye v&p@ skulle komme til at
agendre hele vores opfattelse af geometri.

7.2 Vinkeldefekt

Vi far nu brug for at udvide begrebeinkeldefekt som vi brugte i afsnit 4.4, til ogsa at
omhandle firkanter. Vinkeldefekten defineres igen som fedlek mellem den euklidi-
ske vinkelsum (360 og den malte vinkelsum.

Definition 7.2.1. Vinkeldefektend for en firkantABCD med vinklerneu, v, w og X
defineres som:

O(OABCD) = 360" — (u+V+Ww+X)

Seetning 7.2.2.Hvis en firkant ABCD deles i to firkanter AEFD og EBCF

geelder der om vinkeldefekten:

5(OABCD) = 3(JAEFD) + 8(OEBCF)

Bevis. Vi prgver at regne pa det udtryk, der star pa hgjre side aétigtegnet:
S(OAEFD) +d(OEBCF) = 360" — (U+ U + X +X) + 360" — (V +v+w+WwW)
=720 — (U +V)— (X +W) - (U+V+W+X)
=720 — 180 —180° — (U+V+W+X)
=360 — (U+Vv+w+X)
— 5(0ABCD)

hvilket netop var det, vi skulle vise. 0
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Tilsvarende kan man vise fglgende to seetninger:
Seetning 7.2.3.Hvis en firkant ABCD deles i to trekanter ABC og CDA:

D

A B

geelder der om vinkeldefekterne:

5(OABCD) = 5(AABC) + 3(ACDA)

Seetning 7.2.4.Hvis en trekant ABC deles i to trekanter, gennem et punkt Dnf|e
siderne:

geelder der om vinkeldefekterne:

5(/AABC) = 3(AABD) + 8( AADC)

Opgave 7.2.5. ¥is seetning 7.2.3 og seetning 7.2.4.

Observatior.2.6 | alle de tilfaelde, vi har set p3, viste det sig, at vinkel#tefa af en
figur, som opdeles, vil vaere lig med summen af vinkeldefelddor de involverede
figurer. Det kan bevises, at dette altid vil geelde.

Observatior/.2.7. F.eks: Hvis en firkant opdeles i tre trekanter:

Sa har vi set, at fglgende geelder:

6(A1) +8(A2) +8(As3) = 3(D)
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Fra opgave 4.4.5 ved vi, &A1), 8(A2) 0gd(A3) ikke kan vaere negative. Hvis vi nu
far at vide, ad(d) = 0 kan vi konkludere, at:

O(A1) =08(A2) =0(A3) =0

Hvis en figur ha® = 0 og denne opdeles i nogle mindre figurer, sa vil disse ogs& hav
0=0.

7.3 To muligheder

Vi fortseetter nu med at se pa den matematik, som Lobatjeislejde. Lobatjevskij
skrev fgrste gang om emnet i 1823, men det, vi skal se pa, starfnaet skrift, som
blev udgivet pa tysk i 1840 med titleBeometrische Untersuchen zur Teorie der Pa-
rallellinien. (En del af veerket er oversat til dansk [7]). Som det fgrsteLgphatjevskij
opmeaerksom pa, at der efter hans mening er en reekke manglgewvedetrien, bl.a.
vedrgrendés:

Til manglerne regner jeg ... det vigtige hul i parallelteorisom det trods
alle matematikernes anstrengelser ikke er lykkedes atldelfydtil nu
...([7] side 1)

Lobatjevskij antyder alts@, at han nu som den farste er dstihiat forklare proble-
merne med Euklids femte postulat. Efter indledningen dpstiobatjevskij definitio-
ner og saetninger pa samme made, som Euklid havde digenienterneVi vil starte
med at se pa den 20. af disse saetninger:

Seetning 7.3.1 (Lobatjevskij 20).Hvis vinkelsummen i én trekant er lig m&é0,
sa er det ogsa tilfeeldet i enhver anden trekant.

Lobatjevskij 20 siger, at hvis der bare findes én trekantr kurtkelsummen er 180
sa vil dette veere tilfeeldet for alle trekanter. Men det betyghmtidig, at hvis vinkel-
summen i bare én trekant er mindre end°1&@ vil dette veere tilfeeldet for alle andre
trekanter. (Vinkelsummen i en trekant kan ikke veere stanteI80 ifglge Legendres
1 seetning 4.4.1)

Bevis. Lobatjevskijs bevis for seetning 7.3.1 gar efter fglgendask

1. Viantager, atvi har en trekaABChvor vinkelsummen er 180dvsd(AABC) =
0.

2. Mindst et af trekantens hjgrner kan projiceres ned pa thedsde side til punktet
D saledes, at trekanten deles i to retvinklede trekanter:

C
O
A D B
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3. Dad(AABC) =0, ved vi (fra observation 7.2.7) &t AADC) = 0 0gd( ADCB) =
0.

4. Vi har nu fundet en retvinklet trekant (vi tage&yADC), hvor vinkeldefekten er

=)

Da/D =9 ser vi at/A+ /C = 90°.

5. Vi kan nu tage en kopi ahADC, som vi kalderAA'D'C’, dreje den og seette
den sammen med ADC:

] m T
A -
‘ o ]
o A Hp A D

Da/A+ ZC' =90° og LA + ZC = 90r, far vi et rektangel (dvs. en firkant hvor
vinklerne er rette).

6. Vi kan nu tage en helt masse kopier af rektanglBCD'. Hvis vi saetter to af
disse sammen, far vi et nyt rektangel, og vi ved, at vinkelkiein for det nye
rektangel ogsa er nul (seetning 7.2.2). Vi kan nu seette enenadisiisse sammen,
sa vi far et stort rektangel opdelt i mange sma rektanglerdEbstore rektangel
ved vi, at vinkeldefekten ogsa ma veere nul (igen seetnin@)7.2.

5=0
c
D'H u
n ]
A D

Hjarnerne passer sammen idet vi ved at alle vinklerne eg.re figuren har
vi valgt 3 x 4 rektangler, men vi kan, uden at skulle sendre noget, veeldguen
flere. Pointen er, at vi kan lave sa stor et rektangel, som skemog hvor vin-
keldefekten stadig er nul.
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7. Vitager nu en vilkarlig retvinklet trekarmtBy:
¥

@ B
Det eneste, vi ved om\ay er, at den er retvinklet. Vi ved ikke noget om vin-
keldefektend(ay). Vi vil nu bestemmed(afy):

8. Vi tager nu det store rektangel, som vi lavede i punkt 6 egrlaet sa stort, at
Aay kan veere inden i rektanglet agligger i det ene af rektanglets hjgrner.
De gvrige hjgrner kalder &, b ogc:

C a

—I
« ﬁ b

Rektanglet kan nu inddeles i to trekanteacb og Aabc Vi ved, atd(Cobac) =
0 og derfor at:

d(Aabc) =0
igen ved at bruge observation 7.2.7.

9. Aabckan nuinddeles i tre trekanter ved at traekke linjestykiet

C
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Dad(Aabc) = 0 far vi at:
d(Aapy) =0

Vi har altsa vist, at vinkeldefekten for den vilkarlig retkiede trekant\ayp er
nul, og dermed at vinkeldefekten for alle retvinklede trekea er nul.

10. Alle trekanter kan opdeles i to retvinklede trekantet Betyder, at vinkeldefek-
ten er nul for alle trekanter og dermed, at vinkelsummerei iélkanter er 180
Hvilket var det, vi skulle bevise.

0

Man kan forestille sig, at seetning 20 er et resultat af L@vakijs forsgg pa at
reducereP5 til en saetning i stedet for et postulat. Fremgangsmadedenimeget om
det, vi har set Legendre lave. Hvis Lobatjevskij kunne ukleduden mulighed, at alle
trekanter har en vinkelsum, som er mindre end°188@ ville malet vaere opnaet.

7.4 L-Parallelitet

Lobatjevskijs definition af parallelitet adskiller sig fd@n definition, Euklid gav Ele-
menterneFor at kunne forsta Lobatjevskijs definition skal vi farmté nogle simple
overvejelser:

Lad der veere givet en linjeog et punktA, som ikke ligger pa. Vi ser sa pa de
linjer, som udgar fra punktel. Vi vil skelne mellem, hvorvidt disse linjeskaereeller
ikke skeerehinjen|. Vi observerer fglgende:

1. Vi udveelger et punkB pal (se figur 7.1) og traekker linjestykkéB (P1). Der
findes altsa rette linjer gennefy somskaeretinjen .

2. Vi nedfeelder den vinkelrette frA pal (Euklid 12), og efterfglgende oprejser
vi den vinkelrette i punktef (Euklid 11). Denne linje vil nukke skaerdinjen
| (Euklid 28), idet de indvendige vinkler tilsammen er:°9090° = 180°. Der
findes derfor mindst én ret linje gennéimsom ikke skaerdr.

Figur 7.1:
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Der findes altsa rette linjer gennesomskaeret og mindst én linje genner, som
ikke skzerett. Lobatjevskij siger nu, at der ma veere en linje, som adskilisse to
meaengder af linjer fra hinanden. Pa figur 7.1 er denne linjekarat som den stiplede
linje m.

| euklidisk geometri vil der kun veere én linje i maengdenkiie-skeerenddDette
bygger pa Playfairs Aksiom. Vi er ikke interesseret i at lerpgstulater, som er aekvi-
valente tilP5. Vi méa derfor veere dbne over for muligheden, at der kan &ksiflere
ikke-skaerendénjer.

Nedslagspunktet for den vinkelrette p&alder viD. Laengden af linjestykke&D
betegner vi megb:

A
L T(p)
p
| m
— I
D

Figur 7.2:
Vinklen mellem linjestykkeAD og linjenm betegner Lobatjevskij men(p).

Opgave 7.4.1. Bevis, atm ikke skeeret. (Hint: Antag det modsatte og kom frem til
en modstrid).

Alle disse overvejelser bruger Lobatjevskij til at give sigen definition af, hvad
det vil sige, at to rette linjer er parallelle:

Definition 7.4.2. Vinklen 1i(p) kaldesparallelvinklen og linjen m siges at veere L-
parallell¢ til linjen 1. Vi skriver:m ||_|

Det er muligt, at der findes to L-parallel linjer gennem detsege punkt til den
samme linje:

A

m(p) 1 m(p)

P
il
D

Figur 7.3:

20rdet L-parallel er noget vi har indfgrt og ikke en betegedlsbatjevskij selv brugte. Lobatjevskij
kaldte det bare for parallel.
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Der er altsa en parallel til venstre sida og en parallel til hgjre sidey,. Det kan
bevises, at parallelvinklen til venstre side er lig med pahanklen til hgjre side. Vi
vil ikke bevise det her.

Det viser sig, at der er en ngje sammenheang mellem vinkglpnog vinkel-
summen i en trekant. Vi husker, at Euklid 32 er aekvivalent lf&dog vi skal nu se,
hvordan en antagelse B6 vil pavirkei(p):

Opgave 7.4.3.Bevis, at:P5 = 1i(p) = 90° (for alle p).
Opgave 7.4.4.Bevis, at(p) = 90° (for alle p) = P5
Opgave 7.4.5.Vis, atm(p) ikke kan veere stgrre end Q0

Lobatjevskij har nu vist, at den geometri, som de fgrste fostyater beskriver,
har falgende to muligheder:

m(p) = 90° <= P5 <= vinkelsummen i enhver trekanter 180  (7.4.1)
Alternativet til hele denne stribe af udsagn er:
T(p) < 90°, nonP5 og vinkelsummen i enhver trekant er mindre end°18(F.4.2)
hvor nonP5 er det modsatte udsagnmb.

non-P5: Der findes to linjed1 ogl2, som skaerer en tredie linjg, hvor
de indvendige vinkler pa samme side tilsammen er mindre 8¢ inen
hvorl, ogl, ikke skeerer hinanden.

Opgave 7.4.6.Sammenlign formuleringen af nd?b med formuleringen aP5.

Lobatjevskij viser fglgende seetning, som er triviel med damle definition af paral-
lelitet, men som ikke er helt oplagt med L-parallelitet:

Seetning 7.4.7 (Lobatjevskij 18).To linjer er altid gensidigt L-parallelle, dvs:

l1]Lla=12]L 11

Seetningen er medtaget, fordi vi far brug for den senere. \Nikké bevise saetningen
her, men beviset kan leeses i [7] side 5.

7.5 ikke-euklidisk idé

Som vi lige har set, kunne Lobatjevskij vise, at der var toigeuldfald for den geo-
metri, som bygger pa de fire farste postulater. Lad os resgyrhead mulighederne
er:
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Farste mulighed:

er preecis 180
2. 0 =0 for alle trekanter

3. (p) = 90°

1. Vinkelsummen i enhver trekant

Anden mulighed:

er mindre end 180

3. m(p) < 9O°
4. nonP5

1. Vinkelsummen i enhver trekant

2. 0> 0 for alle trekanter

4. P5

Men hvor forgeengerne havde forsagt at forkaste den andeighed| sa skrev Lo-
batjevskij i stedet fglgende:

Den fgrste forudsaetning tjener som grundlagden saedvanlige geometri
og den plane trigonometri.

Den anden forudseetning kan ogsa tillades, uden at den ilaregéen selv-
modsigelse, og derved begrunder den en ny geometrisk lezngeg har
givet navnetimaginaer geometrog som jeg agter at fremstille her,. .. ([7]
side 10)

Pastanden er altsd, at den anden mulighed, i lighed med dete fkke vil fgre til
nogen modstrid, og at den derfor kan veere grundlaget for éaraform for geometri.
Lobatjevskijs plan var altsa at tage de farste fire af Euldmistulater samt det modsatte
af P5. Ud fra disse ville han udlede seetninger:

P1

Eg Euklid 1-28

P4 Nye usaedvanlige saetninger
non+5

Det er klart, at Euklids fgrste 28 seetninger stadig geelderlé er jo udledt ved kun
at brugeP1 — P4. De efterfglgende saetninger vil veere nogle nye saetnisger,man
ikke vil kunne genkende fra euklidisk geometri, og de vilfder farste omgang virke
usaedvanlige og ikke intuitive. Vores intuition er jo stegs&virket af, at vi er vant til
den euklidiske geometri. Det er denne nye geometri, vi kalde-euklidisk geometri

Ikke-euklidisk geometrier den
geometri, der bygger pa postula-
terne:P1-P4 og nonP5.

Det er vigtigt at vaere opmaerksom pa séterisk geomettiverken er euklidisk eller
ikke-euklidisk.
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7.6 Attegne ikke-euklidisk geometri

Nar man skal tegne ikke-euklidisk geometri, som det f.e&s & figur 7.2, lgber man
ind i problemer. P& figur 7.2 har vi to rette linjdrqgg m), som er parallelle og som
derfor ikke skaerer hinanden. Samtidig er vinkigip) mindre end 90. Pa figur 7.2 ser

det derfor ud til, am og| vil skeere hinanden, hvis de forleenges. For at kunne tegne
ikke-euklidisk geometri er man ngdt til at give afkald pa dende vaner. Problemet
kan lgses ved at illustrere rette linjer som enten buedesgielvanlige rette. F.eks. kan
man tegne figur 7.2 pa falgende made:

A

pi70)

. 7”

D

Figur 7.4:

Her er det linjerm, som er buet, men vi kunne lige sa godt havde valgt at teboet:

Figur 7.5:

Det er vigtigt at veere opmeaerksom pa, at linjerne pa figureretée tinjer. Hvis det
virker underligt, at linjenl pa figur 7.5 er en ret linje, sa prav at teenke pa de rette
linjer fra landkortet i afsnit 6.5. P& landkortet sa vi enligje, som ogsa var buet. Nar

vi fremover tegner ikke-euklidisk geometri, vil vi derfoormmetider fremstille rette
linjer som buede. Alle linjer, buede som ikke buede, skades ses som rette linjer
med mindre andet naevnes.

7.7 Den farste ussedvanlige seetning

Lobatjevskij 23, som vi skal se om lidt, er det farste eksdnpdeen szetning, som
geelder i ikke-euklidisk geometri men, som ikke geelder i saalily euklidisk geome-
tri. For at bruge betegnelsen fra tidligere sa er saetningerfarste af dewye usaed-
vanlige szetningeiTil beviset for Lobatjevskij 23 far vi brug for falgende suety:
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Seetning 7.7.1 (Lobatjevskij 22).Hvis to vinkelrette pa én og samme rette linje er
L-parallelle med hinanden, sa er vinkelsumni&® i enhver trekant.
Beviset for Lobatjevskij 22 kan findes i [7].

Inden vi gar i gang med Lobatjevskij 23, skal jeg lige minde, @nhszetningen
hgrer til den geometri, hvad?5 ikke geelder. Den geometri, som vi har kadlgtn anden
mulighedeller ikke-euklidisk geometriDerfor gaelder det, & > O for alle trekanter.

Seetning 7.7.2 (Lobatjevskij 23).Givet en vinketi(< 90°), s& findes praecis én linje
med laengde p saledesmtp) = a.

Lad os, inden vi gar i gang med beviset, undersgge, hvad jevisétj 23 egentlig siger.
Hvis man har en vinkel)), findes der et linjestykke med en helt bestemt lsenggen
som kan afseettes ud af vinklens ene ben. Hvis man oprejserleirette for enden
af dette linjestykke, sa vil denne vaere L-parallel med \énklandet ben:

V
77
/

Figur 7.6: er drejet 90i forhold til figur 7.5
Bevis. Lad der veere givet en vinkel < 90°. Vinkelspidsen kalder vi foA og vinklens
ben forleenges. Vi skal nu finde en linje, som er vinkelret piehiaen, og som er L-
parallel til venstre ben.
Farste skridt er at finde en ret linje, der star vinkelret piehlmen, men som ikke
skeerer venstre ben. Vi laver nu falgende konstruktioner:
1. Etvilkarligt punktB veelges pa vinklens venstre ben, se figur 7.7.

2. Den vinkelrette fr& nedfaeldes pa det hgjre ben (Euklid 12) og nedslags-punktet
kaldesC.

3. PunkteC’ afsaettes spAC| = |CC/|.
4. LinjestykketBC' traekkes (P1).

5. 1C’ oprejses den vinkelrette (Euklid 11).
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Figur 7.7:

Vi kan nu observere fglgende:

1.

2.

0(ABC) =3 > 0, da vi er i anden mulighe@(er et positivt tal).
AABCog AC'BC er kongruente (Euklid 4).

Men sa ved vi om vinkeldefekternd(ABC) = &(C'BC), da vinklerne er lige
store.

. 3(ABC) = 8(ABC) + 3(C'BC) = 25(ABC) = 2.

Den vinkelrette iC’ vil nu enten skeere eller ikke skeere venstre ben. Hvis den
ikke skeerer, har vi det, vi var ude efter. Hvis den skeerededaVi skaerings-
punktet forB’, og sa har vi den situation, som ses pa figur 7.8:

B//
B
(%
A C c’
Figur 7.8:

Vi kan sa se, at:

S(ABC') = 3(ABC) +8(BC'B') > 2B

De samme konstruktioner kan nu laves, hvor trekatBf erstattes med trekanten
ABC':
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B /

B/

a O
A C/ O//

Og tilsvarende udregninger giver sa:
S(AB'C") > 2-(2B) = 4B

Séadan kunne vi fortseette og pa den made lave en trekantdlerdkeempe stor. Men
det er noget 'sludder’, fordd kan ikke vaere mere end 18\Itsa ma vi pa et tidspunkt
komme til en vinkelret pa hgjre ben, som ikke skeerer vensre b

Vi har nu set, at der er nogle vinkelrette pa hgjre ben, someskzenstre ben og
i hvert fald én, som ikke skeerer. Lobatjevskij siger nu, atrdé findes en linje, som
adskiller de ikke-skeerende fra de skaerende. Pa figurenrkaldenne linje fon:

l

fel
A E P

Vi vil nu undersgge, onmh er L-parallel med venstre ben og undersgger derfor de rette
linjer, der udgar fra punkteR.

1. Linjer, som er til hgjre fot, vil aldrig kunne skaere vinklens venstre ben, for sa
skulle de farst skaetre hvilket er umuligt (H 1.2, side 21).

2. Hvis linjen ligger til venstre fol laves fglgende konstruktion:

(a) Et punktD veelges pa denne.
(b) Den vinkelrette frd nedfeeldes til et punkE (Euklid 12).
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(c) Forleengelsen €D vil nu skeere venstre benlY. Det ses nu, at forlaen-
gelsen afPD er ngdt til at skeere vinklens venstre ben for at komme ud af
AAED (H 1.4, side 21).

Men sa har vi bevist, dter L-parallel til vinklens venstre og dermed ogsa, at vinkle
venstre ben er |-parallel til(Lobatjevskij 18). Ifglge Lobatjevskij 22 findes der kun en
sadan vinkelret og L-parallel. Det linjestykke, vi er udteefer altsaAP, idet vi seetter
|AP| = p, og seetningen er bevist. O

Opgave 7.7.3.Undersgg, hvordan saetning 7.7.2 vil se ud i seedvanlig Heklgko-
metri.

7.8 Asymptotiske trekanter

Lobatjevskij 23 giver anledning til en ny type geometriskufigvi har set, at hvis vi
har en vinkelo < 90°, sa kan vi pa kun en made finde en linje, som er vinkelret pa
vinklens ene ben og samtidig er L-parallel med vinklens abda. Vi star nu med to
vinkler; a og den rette vinkel samt det mellemliggende linjestykke ri@edgdenp.

Det er noget, der i seedvanlig euklidisk geometri (farsteetidle) ville give anledning

til en trekant. | ikke-euklidisk geometri kan vi ogsa opéattenne figur som en slags
trekant. Sadan en figur kaldes en (retvinklerkelt-asymptotisk trekant.

Va
yas
7/

7
/

p p
Figur 7.9: Enkelt-asymptotiske trekanter.

Det er vigtigt at veere opmaerksom pa, at det ene hjgrne af figkike eksisterer. For-
stdet pa den made, at det er ikke muligt at stille sig i detrig@som ligger over for
vinklen a. | hjgrnet sker der det lidt useedvanlige, at de to sider naesighinanden
asymptotisk. Det ville ikke vaere muligt for rette linjer ilssedvanlige euklidiske geo-
metri. Pa dette punkt adskiller disse enkelt-asymptotisdeanter sig fra seedvanlige
trekanter, hvor det er muligt at stille sig i hvert af de trgrer.

Vi kan nu spejle trekanten i linjestykket med leengalePa den made far vi en
ny figur, hvor den ene vinkel er-21. Den rette linje, der star vinkelret p@ spejles
over i sig selv, og den nye figur er derfor ogsa en form for tnekiu er der bare to
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hjgrner, hvor siderne naermer sig hinanden asymptotiskirég(se figur 7.10) kaldes
endobbelt-asymptotisk trekant:

Figur 7.10: Dobbelt-asymptotiske trekanter. Vi kalderki@m v for den egentlige vinkel.

Vi har nu en dobbelt-asymptotisk trekant, hvor den egeatiimkel erv=2-a. Ved
hjeelp af den proces vi lige har gennemgaet, kan vi altsa lavdobbelt-asymptotisk
trekant med en givet vinkal. Den eneste oplysning vi har brug for, nar vi skal lave
en dobbelt-asymptotisk trekant, er altsa den egentligestiibdenne observation giver
anledning til fglgende saetning:

Seetning 7.8.1.To dobbelt-asymptotisk trekant er kongruente hvis og kus
egentlige vinkler (v) er ens.

7.9 Afstand

| euklidisk geometri er afstanden mellem parallelle lirkenstant. Denne egenskab
fremstar sa oplagt, at matematikeren Proklos fejlagtigh kib at antage den som et

postulat (se opgave 4.5.3). Vi vil nu se, at de vinkelretstaafden mellem L-parallelle

linjer i ikke-euklidisk geometri faktisk ikke er konstant.

Seetning 7.9.1 (Lobatjevskij 24).Jo mere man forlaenger L-parallelle linjer til deres
parallelle side, desto mere naermer de sig hinanden.

Nar Lobatjevskij siger, at linjerne naermer sig hinandemendan, at den vinkelrette
afstand bliver mindre og mindre. Lad f.eks. linjerheg m veaere L-parallelle. Den
vinkelrette afstand til fra et punkt pankan findes ved at nedfeelde den vinkelrette fra
dette punkt:
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n Pm e

= -

o~

Figur 7.11:1 ogmer L-parallelle.

Seetning 7.9.1 siger sa atj > p2 > p3 > pa.

Bevis. Farst konstruerer vi en firkant, som vi skal bruge til be\(sefigur 7.12):

1. Pa et linjestykkeAB oprejses den vinkelrette i hvert af endepunktefneg B
(Euklid 11).

Figur 7.12:

2. CogD afseettes sgAC| = |BD)|.

3. LinjestykketCD treekkes (P1).

4. ABhalveres i punkteE (Euklid 10).

5. Den vinkelrette oprejsess (Euklid 11).
Folgende indses nu:

1. Den vinkelrette E vil, nar den forlaenges, skae@d i punktetF som det ses pa
figur 7.13.

2. HvisOEBDF spejles IEF, vil B falde oven iA, ogD vil falde oveniC.
3. Saer/ACF = /FDB.

4. 0g/CFE=ZEFD=9C°
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C D
\\“5‘——_ F —————— -
—pe---
|
A E B
Figur 7.13:

5. Set fra punktef, vil FD, nar den forlaenges til hgjre side, ikke skeere forleengel-
sen afAB, idetTt(|[EF|) < 90° (Vi er i anden mulighed).

6. Sa forleengelsen &fD vil ikke skeere forlaengelsen AB.

7. Den rette linje genne@, som er L-parallel me@D, vil derfor ligge undeCD
0g skeerDB i punktetG:

8. Men idet|AC| = |BD| finder vi, at|AC| > |BG|.

9. MenA og B var vilkarlige punkter, som blot har den egenskabBdigger til
haijre for A. Vi kan derfor konkludere, at jo leengere man kommer til hgpe
mindre er den vinkelrette afstand mellem de L-parallefgeh.

0

Lobatjevskij fortsatte med at undersgge denne nyagineere Geometog kom
frem til mange flere resultater. Han udvidede undersggesérogsa at omfatte geo-
metri i 3 dimensioner altsa rumgeometri, stadig byggendeopeP5.

7.10 Bolyai

Uvidende om Lobatjevskijs opdagelser sad der et helt anelgi Europa en anden ung
matematiker, Janos Bolyai og undersggte problemet metigdpostulatet. Janos’ far
Wolfgang Bolyai, som var ogsa matematiker, havde forsegatieare unge Janos om at
spilde sin tid med netop dette problem. Faderen mente, ans&dindersggelser ikke
ville fare nogle vegne.
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Janos Bolyai 1802-1860

Heldigvis lytter unge mennesker ikke altid til, hvad deresaéldre siger, og Janos
kunne da heller ikke holde fingrene fra problemet. Efter aaygislykkede forsgg pa

at udledePs fra de farste fire postulater, kom Bolyai frem til den sammweraskende
konklusion, som vi har set ved Lobatjevski5 afhaenger ikke aP1 — P4, og hvis
man i stedet antager nd?5, sa vil der dukke en ny og anderledes geometri op. Denne
opdagelse farte til, at Janos i et brev til faderen skrevmerlisom er citeret i starten

af afsnit 1.1:

Jeg kan ikke sige mere, kun s& meg#tingenting har jeg skabt en anden
helt ny verdenAlt, hvad jeg indtil nu har sendt dig, er, sammenlignet med
dette, kun et korthus i forhold til et slot. ([8] side xxviii)

De resultater, som Janos Bolyai kom frem til var stort sehiidke med det, som
Lobatjevskij var kommet frem til et helt andet sted i Europat er fastslaet, at Janos
Bolyai pa ingen made kunne havde haft kendskab til Lobakjg/arbejde.

7.11 Trigonometriske funktioner

Bade Janos Bolyai og Lobatjevskij udviklede en teori fogdriometriske funktioner
(funktioner som si(x) og tar(x)) til den ikke-euklidiske geometri. Vi skal nu snuse
til de trigonometriske resultater, Janos kunne udlede éor idke-euklidiske geome-
tri. Han kom frem til, at tangens-funktionen i ikke-eukB#igeometri var givet ved
falgende:

tan%)() — e Xk (7.11.1)

hvork er en konstang* er den naturlige eksponentiel funktion ogx) er parallelvink-
len. For at fa et billede af, hvad formel 7.11.1 siger, vil uikonstruere en retvinklet

trekant, hvor en af vinklerne éi(zi):

1. Etlinjestykke AB) med lzengdem oprejses vinkelret pa en linje
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2. Der findes nu en L-parallel linje til som gar gennem. Denne betegnas.

3. Vinklen vedB er nuri(x):

4. Vinklen vedB kan nu halveres.

5. Derved vil der fremkomme et skaeringspunkt mhesbm vi kaldelC.

6. Vi har nu trekante®BC, hvor vinklen vedB er @:

B n(x)
2
X
A y C

7. Leengden af sideAC kaldesy.

8. Tangens til vinklen ve® er, som vi er vant til fra seedvanlig trigonometri, for-
holdet mellem de to kateter. Altsa forholdet mellgmg y:

y T(X) —x/k
= =tan—— = 7.11.2
« tan > e ( )

Leengden af sideAC kan altsd bestemmes som en funktiom:af
IAC| = x- e */K (7.11.3)

Det ses, at resultatet er afhaengigt af konstaktddet er noget, som maske godt kan
veere lidt overraskendé&.kaldes rum-konstanten, vi vil ikke komme naermere ind pa

dennes betydning her.
Ved hjeelp af udtrykket for taix) kunne Bolyai udlede sinus-relationen i ikke-
euklidisk geometri som har fglgende udseende:

®a ®b ®C

— — 7.11.4
sinA  sinB  sinC ( )
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hvor ®a betyder omkredsen af den cirkel, som har ra@iusette resultat adskiller sig
fra de sinus-relationer, vi kender. Forskellen ligger dagringen af en cirkels omkreds,
som ikke er uden problemer i ikke-euklidisk geometri. Viikike komme mere ind pa

det her.
Hvis man vil vide mere om ikke-euklidisk trigonometri, sénkaan eventuelt lsese

[4] side 104-133.



Kapitel 8

Modeller

| kapitel 7 sa vi nogle meget abstrakte overvejelser veddeaegeometri. Den form

for geometri kaldte vikke-euklidisk geometriVi vil nu danne os et mindre abstrakt
billede af den ikke-euklidiske geometri for at se, om vi kaoeptere ikke-euklidiske

geometri p& samme made, som vi accepterer euklidisk geometr

For at kunne ggre det er vi i farste omgang ngdt til at sikreabgostulaterne
ikke vil fgre til en selvmodsigelse. Det er en vanskelig ojgyat afgere, om den ikke-
euklidisk geometri er uden selvmodsigelser, maske enddarenig opgave. Er der
derfor noget andet vi kan gare, som vil styrke vores tiltt@lén geometri, som Lo-
batjevskij og Bolyai udviklede?

| afsnit 6.1 indfarte vi nogle postulater, som i farste onmikke sa ud til at give
mening. Efter nogle overvejelser kunne vi alligevel acesptisse postulater som en
beskrivelse af geometri, nemlig som beskrivelse af gederepa en kugleflade kaldet
sfeerisk geometri.

Spgrgsmalet er nu, om noget tilsvarende kan lade sig ggoefoikke-euklidiske
geometri. Er det muligt pa en eller anden made at tegne deneteépsom Lobatjevskij
og Janos Bolyai havde fremsat? Hvis det er muligt, sa vil éatevnemmere at tro pa,
at postulaterne ikke vil fgre til en selvmodsigelse.

| dette kapitel vil vi se, hvordan det faktisk er muligt at megden ikke-euklidiske
geometri eller rettere, hvordan det er muligt at tegne elineensionalt billede af den
ikke-euklidiske plan. Dette to-dimensionale billede ah dieke-euklidiske plan er at
sammenligne med atlasset, som jo var et billede af kugleedflade. Et sddan ikke-
euklidisk 'atlas’ kaldes for en model af den ikke-euklideslreometri.

8.1 Poincarés skive-model

Vi skal nu undersgge den model, man kalder for Poincarésskivdel, efter den
franske matematiker Henri Poincaré, som i 1901 foreslogethexal

84
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Henri Poincaré 1854-1912

Poincarés model er et billede af den ikke-euklidiske gednogt bygger derfor pa
postulaterne:

o P1-P4.
e non-P5S.
¢ De underforstaede postulater (se afsnit 2.9).

Nar vi ser pa modellen, er det vigtigt, at vi vrister os fri afes seedvanlige forestillin-
ger om planet. Vi skal ggre os klart, hvordan planet, punéderette linjer skal tegnes

i vores model. Poincarés model er bygget op af en cirkelskiom vi kalderC. | det
falgende skelner vi mellem kanten @f som er cirkelperiferien og det indre, som er
resten. | fglgende skema er Euklids objekter placeret mreatd tilsvarende objekter i
modellen:

Euklid Poincaré-skiven
planet det indre af’
punkterne punkterne i det indre af

de rette linjer de cirkelbuer, som star vinkelret pa kanfeg a
eller
de linjestykker, som gar gennem centrungaf

Pa figur 8.1 er der vist nogle eksempler pa rette linjer i glghdet er vigtigt at vaere
opmaerksom pa, at selve kantencaikke er en del af planet.
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Figur 8.1: | Poincaré-modellen er rette linjer enten cibkelr, som star vinkelret pa skivens kant, eller
rette linjer gennem skivens centrum.

Den ikke-euklidiske geometri kaldes ogsa fyperbolsk geometiVi kalder derfor de
rette linjer i modellen (altsa cirkelbuer som star vinkepé C osv.) for hyperbolske
linjer. Hvis det er sveert at forestille sig, at de rette linjer erstreret ved cirkelbuer sa
teenk pa atlasset (afsnit 6.5). Den rette linje fra New YdrKgibenhavn, var pa kortet
afmaerket som en bue (ikke en cirkel bue) hen over Grgnland.

Vi vil fgrst se, hvordan postulaterrigl og P2 er opfyldt i modellen. | Poincarés
skive-model vil de to postulater lyde som faglgende:

P1 Givet to punkterA og B i det indre afC, sa kan man treekke det hyperbolske
linjestykke gennem disse.

P2 Det hyperbolske linjestykk&B kan forlaenges.
| modellen ser det ud, som om denne egenskab er opfyldt:

C

L
I

n
(3

q

Figur 8.2: Den hyperbolske linje gennem de to punkteg B. Det er kun den del af cirklen, som ligger
i detindre afC, som udggr den hyperbolske linje.

Figur 8.2 giver indtryk af, at det hyperbolske linjestykk& kan treekkes, og at det
hyperbolske linjestykké\B kan forlaenges til begge sider. Senere vil vi se, hvordan
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man i praksis kan tegne den hyperbolske linje gennem to purikktisk er det sadan,
at der findes praecist én hyperbolsk linje gennem de to pumdget som vi ikke vil
bevise her. Vi kalder nu denne hyperbolske linjelfog ser sa pa et punkt, som ikke

ligger pal:

Figur 8.3: Det findes mange hyperbolske linjer genersom er parallelle med

Det er nu muligt at treekke flere hyperbolske linjer gennensom ikke skeerer. Pa
figur 8.3 er der afbilledet tre sddanne hyperbolske limjgmm, ogms. Vi husker nu pa
at to rette linjer, ifglge Euklids definition, er paralleligér de ikke skaerer hinanden. |
Poincarés skive-model findes der altsa flere parallellegéhnem punkted, svarende
til hvad Lobatjevskij og Bolyai havde forudsagt om den ildaklidiske geometri.

Opgave 8.1.1. tadAveere et punkt i det indre &f og ladA’ veere et hjaelpepunkt pa
kanten afC. Konstruer nu, med saedvanlige euklidiske konstruktidigégende:

1. Tre forskellige cirkler, som gar gennekog A'.
2. Tre forskellige cirkler, som gar genne®h og som star vinkelret pd.

3. Den cirkel, som gar gennefog A’, og som star vinkelret pa kanten @f

8.2 Vinkler i Poincarés model

Vi har nu indfgrt det hyperbolske plan hyperbolske punkter og hyperbolske linjer og
set, at modellen har nogle af de egenskaber, som ikke-eslkb@ometri har. Mange
af de resultater, vi sa i kapitel 7, havde med vinkler at gdireil derfor se pa, hvordan
Poincaré indfgrer et vinkelbegreb i modellen:

Definition 8.2.1. Lad to hyperbolske linjel; og | skeere hinanden i punktét (se
figur 8.4). Cirkelbuerne har hver en tanger, isom vi kaldeit; ogty. Vinklen mel-
lem de hyperbolske linjdr og |, defineres til at veere den ssedvanlige vinkel mellem
tangenterné; ogts.



88 KAPITEL 8. MODELLER

Figur 8.4: Vinklen mellem to skaerende hyperbolske linjer.

Vinkler i Poincarés model kan altsd méales med en saedvamligimaler, som bruges i

euklidisk geometri. For at male den hyperbolske vinkel ezgnan fgrst tangenterne til

de skaerende cirkelbuer. Den hyperbolske vinkel er sa wvirnkiellem disse tangenter.
Ved at treekke endnu en linje kan vi danne en hyperbolsk ttekB@:.

Figur 8.5: Den hyperbolske trekaABC.

Det ser umiddelbart ud til at vinkelsummen i den hyperbolsk&antABC er min-
dre end 180, noget som ifglge Bolyai og Lobatjevskij skulle geelde i ikdeklidisk
geometri.

non-P5 i Poincaré-modellen

| ikke-euklidisk geometri skal noR5 veere opfyldt. Der skal altsa findes to ikke-
skaerende linjer, som skeeres af en tredie linje, s& de intyemihkler pA samme
side tilsammen er mindre end T8Figur 8.6 er et eksempel pa at nBb-er opfyldt i
modellen:
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Figur 8.6: v+ u < 180° menl og m skeerer ikke hinanden.

Vi vender nu tilbage til figur 8.3, hvor vi sa tre hyperbolskejdr gennem punktet
A, hvor ingen af dem skar den hyperbolske lihj&/i vil nu sammenholde figur 8.3
med begrebet L-parallelitet, som Lobatjevskij indfgrtefsinit 7.4.2. Lobatjevskij sa
pa meengden af hyperbolske linjer gennem et péndg inddelte disse i to meengder:
dem, som skeerdr, og dem, som ikke skeerér De to linjer, som adskiller disse to
maengder, siges at veere L-parallelld il

C C
A
| |
),
Figur 8.7: To linjer,my og mp er L- Figur 8.8: Den vinkelrette fra punkteét
parallelle till pa linjenl. Veer opmaerksom pa, at den

vinkelrette ogsa er en hyperbolsk linje.

Det ses, at der findes to L-paralleller tipennemA. Pa figur 8.7 er disse markeret
som stiplede linjer. Fré& kan man nedfaelde den vinkelrettelpsom vist pa figur 8.8.
Vinklen 1i(p) er ogsa markeret pa figuren.

Opgave 8.2.2. Sammenlign figur 8.8 med Lobatjevskijs figur 7.2.
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8.3 Legendres bevis i Poincarés model

| afsnit 4.4 sa vi, at Poincarés landsmand matematikereendrg havde forsggt at
bevise, at vinkelsummen i enhver trekant er L@uklid 32) ved kun at bruge postu-
laterneP1 — P4. Beviset var opdelt i to seetninger, hvor beviset for destéagodt kan
accepteres. | beviset for den anden saetning (seetning &at.der imidlertid en fejl.
Fejlen var temmelig godt skjult, og man forstar godt, at lretye ikke opdagede den.
Vi vil nu lave beviset for Legendres anden saetning i Poircanédel for derved at
gore fejlen mere tydelig.

Farst ser vi pa en trekatdBC (figur 8.9), hvor vinkelspidseA ligger i centrum af
C. Siderne i trekanten er hyperbolske linjer, og de er forleefgy at vise, at de star
vinkelret pa kanten af:

Figur 8.9: AABC Figur 8.10: AABCroteres tiIABCA.

Legendre roterede nu trekaABC omkring midtpunktet af sideBC. Derved fik han
en ny trekanBCA (figur 8.10). Siderne i trekanteBCA er ogsa hyperbolske.

Her skal det bemaerkes, at rotation kan lade sig gore ifglgentierforstaede po-
stulater som vi kaldt®8 (se afsnit 2.9). ANBCA faktisk er en rotation af\ABC ses
ved, atZACB= Z/A'BC og Z/CBA= /BCA.

Det naeste skridt er nu at forleenge sideA® og AC i den oprindelige trekant.
Legendre ser nu pa et pur®t pa forleengelsen a4C (figur 8.11):
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Figur 8.11:C’ er et punkt pa forleengelsen af Figur 8.12: Det er ikke sikkert, at den hy-
AC. perbolske linje genner@’ og A’ vil skeere
forleengelsen aAB.
Han kan nu traekke den rette linje genn€hog A’ (figur 8.12), hvilket er muligt ifglge
P1. Han vil sa gerne konkludere, at denne vil skaere forleeagel$AB. Som det ses
pa figur 8.12, s& er dette ikke altid tilfeeldet for hyperbel$ikjer. Det fremgar ogsa
af figuren, at det slet ikke er sikkert, at der findes et punkbpdngelsen afC, som
opfylder Legendres krav.

Men hvorfor viser dette sa at Legendre lavede en fejl? Legeadbejdede jo ikke
med Poincarés model! Legendres fejl var, at han efter egeigrdkun ville bruge
postulatern®1 — P4. Disse gaelder alle fire i Poincarés model, sa Legendres bleai
ogsa kunne gennemfgres i modellen. Men det kan det ikke.ridege bevis har en
fejl, og fejlen fremstar tydeligt i Poincarés model.

Opgave 8.3.1.Sammenlign figur 8.12 med Legendres oprindelige figur 4.11.

8.4 Konstruktion af hyperbolsk linje

| dette afsnit vil vi se, hvordan det i praksis er muligt at &bnere en hyperbolsk
linje gennem to punkter i Poincarés skive-model. De hypeKkedinjer er, i modellen,
cirkler, som star vinkelret p&. Problemet er altsa at konstruere den cirkelbue, som
gar gennem to pa forhand givne punkter indendpog som samtidig star vinkelret pa
Poincaré-skivens side.

Alle konstruktionerne vi nu skal fglge er helt almindeliggkdiske konstruktioner
med passer og lineal. Undervejs bruges der til konstruktiom saledes rette linjer
tegnet med lineal. Disse er ikke (ngdvendigvis) rette tinjpodellen, men er her blot
hjeelpelinjer.

@velser i konstruktion:

Opgave 8.4.1. Denne opgave gar ud pa at konstruere en cirkel gennem tre givn
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punkter. Alle konstruktionerne i denne opgave er seedvamiglidiske konstruktio-

ner.

1.

2.

Tegn (valgfrit) en trekamABC.
Konstruer midtnormalen til et linjestyklB.

Konstruer nu midtnormalen til hver side i trekanten.

. Tegn cirklen med centrum i midtnormalernes skaeringspomkom gar gennem

trekantens hjgrner.

Givet tre punkter beskriv da, hvordan man konstruereraildeel, der gar gen-
nem disse.

Opgave 8.4.2. Givet et linjestykkeAB og et punkiP pAAB. Oprejs nu den vinkelrette
paABi punktetP.

Opgave 8.4.3. tad nuP veere et punkt pa en cirkel bue. Konstruer tangenten til cirk-
len gennem punktd® (cirklens centrum er kendt).

Konstruktion af den hyperbolske linje:

Vi vender nu tilbage til det egentlige problem. HWsog B er to punkter i det indre
af C, sa ansker vi at konstruere den cirkelbue, som star virtkeé&, og som gar
gennemA og B. Falgende opskrift kan falges og er illustreret pa figur 8.13

1.

2.

6.

7.

Den rette linje genner® og A treekkes.
Den vinkelrette tilOA | punktetA rejses.

Denne skeerer cirkelbugni de to punkteD1 ogD2.

. Tangenterne til cirklen gennem punktef® ogD2 konstrueres.

Skeeringspunktet mellem de to tangenter kaftles
Cirkelen der g&r gennem punkteryeB og C er den cirkel vi gnskér

Cirkelen gennem, B ogC konstrueres.

!Der gares ikke rede for, at denne cirkel er preecis den, vieandkt pastas blot. En forklaring pa at
konstruktionen virker kan findes i [3] kapitel 7, men det enskeligt.
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Figur 8.13: Konstruktion.

Efter konstruktionen kan vi fierne de stiplede hjaelpelinjé har sa kun den gnskede
linje tilbage. Vi har nu konstrueret den ikke-euklidiskéedinje eller den hyperbolske
linje gennem punkterna og B.

Figur 8.14: Den hyperbolske linje gennem punktefrey B.

Opgave 8.4.4. Tegn en Poincaré-skive med to punkfeog B, som ikke ligger pa
samme diameter.

1. Konstruer den hyperbolske linje genné&mg B.
2. Konstruer trekante®ABhvor O er centrum iC.

3. Mal vinklerne iAOABog find trekantens vinkelsum.
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8.5 Afstand

De hyperbolske linjer konstruerede vi ved hjeelp af den saduyaEuklidiske geome-
tri i form af cirkelbuer. Tilsvarende vil vi definere den ikleeiklidiske afstand eller den
hyperbolske afstand ved hjeelp af den seedvanlige euklidifstand, altsa den afstand
som vi kan méale med et centimetermal.

Nar vi nu skal til at snakke om afstanden mellem to punkteg B s mener vi den
korteste afstand. Den rette linje er pr. definition den ksig&ej. | hyperbolsk geometri
er den korteste vej altsa langs hyperbolske linjer.

Lad A og B veere to punkter, som liggerd. Den hyperbolske linje gennefog
B har sa to skaeringspunkter med kanterraDisse betegned’ og B'. Punkterned/
og B’ er ikke en del af den hyperbolske geometri, men blot noglépejeeinkter. De
euklidiske linjestykkeA’A, ABogBB' indtegnes nu ogsa som hjeelpelinjer (figur 8.15):

A/

B/
Figur 8.15: De stiplede linjer er hjeelpelinjer.

Hjeelpelinjernes laengde kan males med centimetermal, eg thsngder betegner vi
med bogstaverna, b ogc.

Definition 8.5.1. Den hyperbolske afstanden mellem de to punktegBi C defineres
ved udtrykket:

b+c b+a
|AB|p:%|n(i.i

), a#0, c#0. (8.5.1)
|AB|p leesesden hyperbolske afstand ffatil B. Bogstavet er valgt for at illu-
strere, at afstanden hgrer til Poincarés skive-model.

Opgave 8.5.2.Denne opgave gar ud pa at undersgge nogle af egenskaberderved
hyperbolske afstand fra definition 8.5.1. Vi ser pa en hyplsiblinje, som gar gennem
centrum afC. PunkterneD og E ligger pa denne hyperbolske linje:
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Figur 8.16:

1. BestemEO|p ved at male pa tegningen (med et centimeter mal) og seette ind i
8.5.1.

2. Forestil dig nu, at figur 8.16 er tegnet i malestoksfortoltD00. BeregE O|p
i det nye tilfeelde.

3. Vis, at:
2
b+c.b+a:1+b +ba+cb (8.5.2)
a c ac
og brug (8.5.2) til at vise uligheden:
|[EQp>0 (8.5.3)

4. Hvad skal der til, for attEO|p =0 ?

5. Hvad sker der me¢(EO
centrum afC).

p, hvis ¢ gar imod nul? (du kan godt antage,@ter

6. Hvad betyder det?

7. Undervisningsmaterialets forside er et maleri af deihahdiske kunstner M. C.
Escher (1898-1972). Billedet kan tolkes som et billede afi€rés skive-model.
Hvordan kommer den hyperbolske afstand til udtryk i bili&de

8. Vis, at|EO|p = |OE|p
9. LadD veere et punkt meller& og O. Vis sa:
|[EP|p+ |PO|p = |[EO|p (8.5.4)

10. Hvordan vil de foregdende udregninger se ud, hvis deerbygiske linje ikke
gar igennem centrum &f?
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8.6 Konsistens

Da begrebet aksiomsystem blev introduceret (afsnit 1ldy,det gjort klart, at postula-
terne skulle veelges saledes, at de ikke kan fgre til en selsigelse. Et aksiomsystem,
hvor postulaterne ikke kan fgre til en selvmodsigelse ssajeveere konsistent. Vi skal
derfor stille os selv spagrgsmalet: er den ikke-euklidiskergetri konsistent?

Vi har set, at det er muligt, i den euklidiske geometri, atdtomere en model af den
ikke-euklidiske geometri. Den model, vi sa pa, kaldes Paniés skive-model, men der
findes flere sddanne modeller. At det er muligt at lave en sauatel, forteeller os, at
der kun vil opsta problemer med den ikke-euklidiske geoinletis der i forvejen er
problemer med den euklidiske geometri. Ikke-euklidiskrgetri er altsa konsistent,
hvis euklidisk geometri er konsistent.

Undersggelser af ikke-euklidisk geometri i tre dimensidrar vist, at det faktisk
er muligt at lave en model af euklidisk geometri i den ikkdédaliske geometri (i
videoen [22] er der en god illustration af dette). Altsa dewendte af hvad vi har set.
Dermed er euklidisk geometri konsistent, hvis og kun hvieieuklidisk geometri er
konsistent. Hvis vi accepterer euklidisk geometri, er t8alogsa ngdt til at acceptere
ikke-euklidisk geometri og omvendt.

Er euklidisk geometri konsistent? Det viser sig, at dett@rgpmal er taet knyttet
til spargsmalet om, hvorvidt de reelle tat) er konsistente. OriR er konsistent er en
lang og spaendende historie, som vi dog ikke vil komme ind pa he

8.7 Euklid

Vi er nu klar til at svare pa spgrgsmalet om, hvorvidt Eukldtie ret, da han valgte at
tageP5 med. | modsat fald ville det vaere muligt at bevit#eved hjeelp af postulaterne
P1-P4, og P5 ville derfor veere overfladigt som postulat. Vi har setP&atgodt kan
erstattes af et andet postulat som f.ek8, W5 ellerL5, da disse alle er sekvivalente
medP5. Med den ikke euklidiske geometri og modellerne for dehaeyi en geometri
hvor P1-P4 geelder, men hvd?5 ikke geaelder. Derfor kaR5 (og aekvivalenserne) ikke
bevises ved hjeelp &1-P4. Nar Euklid sa valgte at tages med blandt postulaterne,
sa er det et tegn pa Euklids genialitet. Han faldt ikke for fietelse, som mange af
de andre matematikere gjorde. Det, som vi i afsnit 4.1 omtaltn 'en plet pa Euklid’,
var altsa slet ikke en plet. At placel® som et postulat er en genialitet.

8.8 @vre halvplans-modellen

Poincaré foreslog faktisk endnu en model for ikke-eukkdjsometri. Modellen kal-
der man for Poincarés gvre halvplans-model, og den minétéskaen del om skive-
modellen. Med det gvre halvplan mener man den halvdel afeddvanlige koordinat-
system, hvor punkterne har posiyiweerdi. Poincaré definerede nu fglgende:
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Euklid gvre halvplans-modellen
planet det gvre halvplan
punkterne punkterne i det gvre halvplan

de rette linjer de halvcirkler som har centrumpaksen.
eller
de rette linjer som star vinkelret paaksen.

Det er vigtigt atx-aksen ikke er en del af det hyperbolske plan. Pa figur 8.1@revist
nogle eksempler pa hyperbolske linjer i gvre halvplan:

y“

e

>
>

X

Figur 8.17: Eksempler pa& hyperbolske linjer i halvplansdeiten.

Vinklen mellem to hyperbolske linjer i halvplans-modellen som i skive-modellen,
den vinkel, der dannes af tangenterne til de hyperbolsker limeres skaeringspunkt.
Folgende opgaver kan bruges til at udforske modellen:

Opgave 8.8.1.Beskriv, ved hjeelp af saedvanlige euklidiske konstruktrphgordan
den hyperbolske linje gennem to punkter i gvre halvplan kaskkes.

Opgave 8.8.2.
1. Veelg (valgfrit) tre punkteA, B ogC i den gvre halvplan.
2. Konstruer den hyperbolske trekan#RC.
3. Mal vinklerne iABC og find trekantens vinkelsum.

Opgave 8.8.3Forsgg at gennemfare beviset for Legendres 2 saetning i alugléins-
modellen. Det kan hjeelpe at se pa afsnit 8.3.
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Opgave 8.8.4.Betragt fglgende figur, hvdrer en hyperbolsk linje:
y“

Ae

&"

Figur 8.18:

1. Hvilke hyperbolske linjer genneiskeaeret, og hvilke skeerer ikké&?

N

Hvor ligger den den hyperbolske linje, der adskiller deesénde fra de ikke-
skeerende?

3. Hvordan konstrueres de to hyperbolske linjer, som eralfgle til 1?

4. Tegn den hyperbolske linje, som star vinkelret pdg som gar genner.
5. Sammenlign med Lobatjevskijs figur 7.2.

6. Hvor kan vinklenrt(p) afleeses, og hvor kan leengdeafleeses?

Opgave 8.8.5.

1. Gor rede for, at rette linjer i gvre halvplans-modellen garametriseres som:
X(t)\  (recodt)+k
(y(t)) - ( rsin(t) (8:8.1)
2. Betragt nu fglgende afbildning:
X4y —1 —2X
(&y>—><( Y ) ( )) (8.8.2)

X2ty +142y) " \ 2y + 142y

Gor rede for, at afbildningen vil sende ethvert punkt fraegvalvplan ind iC.
Her erC cirkelskiven med centrum(i0,0) og radius 1. (hint: hvigx,y) ligger i
gvre halvplan sé er> 0).

hvort €)0;T1.

3. Afbildningen sender altsa punkter fra det gvre halvpilamntcirkelskive. Indszet
nu parameter fremstillingen for hyperbolske linjer (8)8.afbildningen (8.8.2),
saledes at falgende udtryk fremkommer:

B r2+ k%4 2krcogt) — 1
124 k24 2krcogt) + 1+ 2sint)

X(t)
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09

—2rcoqt) — 2k

y(t) = r2+ k24 2krcogt) + 1+ 2sin(t)

4. Brug et computerprogram (f.eks Maple) til at undersgge denne parameter-
fremstilling kan opfattes som hyperbolske linjef.

Afbildningen fra opgave 8.8.5 er faktisk en afbildning fraifcarés skive-model
til Poincarés halvplans -model. Afbildningen sender hippéske linjer over i hyper-
bolske linjer. Pa figur 8.19 ses tre hyperbolske linjer i datvplan:

Figur 8.19: Tre rette linjer i gvre halvplan, hvoer %; 2 0g 25 og tilhgrendé er 0; 25 og 2.

Ved hjeelp af matematikprogrammet Maple og afbildningerofsgave 8.8.5 far man
folgende billede:
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Figur 8.20: Billedet af de tre halvcirkler fra gvre halvplaom det ser ud i enheds-cirkelskiven.

om-




Kapitel 9

Arealet af ikke-euklidiske trekanter

| afsnit 6.3 fandt vi en formel for, hvordan man ud fra vinkleri en sfeerisk trekant
kan finde arealet af trekanten. Vi vil nu lave nogle tilsvaleovervejelser om areal af
trekanter i den ikke-euklidiske geometri. For at illusérbwad der foregar i de falgende
udregninger, lader vi den trekant, vi ser pa, ligge i Poiésakive-model. Egentlig
er udregningerne og konstruktionerne ogsa mulige i alleeantbdeller af den ikke-
euklidiske plan. | euklidisk og sfeerisk geometri er det ikkeget problem at forestille
sig, hvad arealet af en figur er for noget. | ikke-euklidisloetri har vi imidlertid
mistet den del af intuitionen. Derfor skal vi farst ggre oglemvervejelser om, hvad
vi mener medareal

9.1 Areal

Et areal er et tal, vi vil knytte til en figur, for at beskriverde det fglgende vil vi bruge
ordetpolygoni stedet forfigur. Et polygon er en figur, hvor siderne er rette linjer. F.eks.
er en trekant et polygon. Til alle polygoner vil vi altsa kigyet tal, som vi vil kalde
polygonetsareal Dette ggres med areal-funktionen, som betedt{€s. Her henviser

P til polygonet. Vi opstiller nogle postulater for denne dremktion A(P):

1. For alle polygoneP skalA(P) > 0.

2. Hvis et polygorP er begreenset, skalP) veere endeligt (dvs. ikke uendeligt).
3. Huvis et polygorP opdeles i to polygond?; og P, skalA(P) = A(P1) + A(P,).
4. Huvis to polygoneP; og P, er kongruente, skak(P) = A(P»).

Disse postulater passer saerdeles fint med den intuitivételsi, vi har areal M.h.t.
punkt 2 skal det bemaerkes, at man godt kan forestille sig an 8gm ikke er begraen-
set. F.eks. er de asymptotiske trekanter, vi sa i afsnitikk®, begreensede. Vi kan
derfor (forelabigt) ikke veere sikre pa, at arealet af dissarptotiske trekanter er en-
deligt.
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9.2 Arealet af asymptotiske trekanter

Vi har set, at selve kanten af Poincaré-skiven ikke er en dééahyperbolske plan.
Et punktP’ som ligger pa cirkelperiferien, er altsa ikke et punkt i diekeieuklidiske
geometri. Lad nuy ogl, vaere to hyperbolske linjer, som mgdes i punktet

Figur 9.1: To rette linjef; ogl, naermes asymptotisk hinanden.

DaP' ikke er et punkt i den ikke-euklidiske geometri, vil linjerh ogl, aldrig mades,

blot komme teettere og teettere pa hinanden. Man siger, atdi@naermer sig hinanden
asymptotisk, og at de er L-parallelle. Man kan nu foressifgen slags trekanter, hvor
et eller flere af hjgrnerne ligger pa cirkelperiferien sékgdat to eller tre af trekantens
sider er L-parallelle. Hvis et hjgrne ligger pa cirkelperién, kaldes trekanten for
enkelt-asymptotisk, hvis to kaldes trekanten for dobhsitmptotisk og hvis tre kaldes
trekanten triple-asymptotisk. Disse asymptotiske tréanlev kort omtalt i afsnit 7.8.

e
OO0

Figur 9.2: Enkelt-asymptotisk trekant, dobbelt-asymiptairekant og triple-asymptotisk trekant. Vink-
ler, hvor spidsen ikke er asymptotisk, kaldes foregentlige vinkler.

Fra saetning 7.8.1 ved vi, at to dobbelt-asymptotiske trekasr kongruente, hvis de
egentlige vinkler er lige store. Da arealet af to kongrudrné&anter skal veere det
samme, konkluderer vi, at arealet af en dobbelt-asympwtiekant kun afhaenger af
den egentlige vinkel. Arealet af en trekamABC betegner vi medagc. Hvis AABC

er dobbelt-asymptotisk med den egentlige vinkdan arealet findes som en funktion
afv:
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Seaetning 9.2.1 Arealet af en dobbelt-asymptotisk trekant er en funktiaheaf egent
lige vinkel v:

Tapgc = f (180O — V)

Funktionenf er lidt maerkeligt valgt, idet vi skal indszet{@80° —v) i stedet forv,
men det vil senere vise sig at vaere smart. Det viser sig ogjsdealet af en enkelt
asymptotisk trekant er endeligt pa trods af, at den er ubespte

Seetning 9.2.2. Arealet af enhver enkelt-asymptotisk trekant er endeligt.

Vi vil ikke bevise saetningen her, men et bevis kan findes i [d¢ 434-136. Ideen i
beviset er at opdele den enkelt asymptotiske trekant i Uigpiaeange firkanter, som
sa alle sammen kan pakkes ind i en endelig firkant.

Opgave 9.2.3. *Ggr rede for, at enhver dobbelt-asymptotisk trekant kadetes i
to enkelt-asymptotiske trekanter. Ggr rede for, at aresflen dobbelt-asymptotisk
trekant er endeligt.

Ved hjeelp af udtrykket 9.2.1 og opgave 9.2.3 kan vi bevisgdatie seetning:

Seaetning 9.2.4 Alle triple-asymptotiske trekanter har samme areal, ogedateal er
endeligt.

Bevis. lad nuABCveere en triple-asymptotisk trekant i Poincaré-skiven:
B

C/

Figur 9.3:

HjarnetC teenkes nu flyttet tiC’ saledes, at der dannes en ny triple-asymptotisk trekant
ABC (se figur 9.3). SidernBC' og AC vil nu skeere D. Vi observerer nu fglgende:

1. AABCer opdeltito dobbelt-asymptotiske trekanteABD og ABDC, som hver
iseer har endeligt areal (opgave 9.2.3). Derfor h&BC endeligt areal.

2. /CDB= ZADC/, da de er topvinkler (Euklid 15).
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3. Tacps = f(180° — ZCDB) = f(180° — ZADC') = Taapc -
4. AABD er feelles for de to triple-asymptotiske trekanter.

5. Taasc = Taaep+ Tacpe = Taap + Taapc = TaaBe

Sa de to triple-asymptotiske trekanter har altsa sammé. &tes det ene hjgrne af
en triple-asymptotisk trekant flyttes langs kanten saledieden danner en ny triple-
asymptotisk trekant, sa vil disse have samme areal. Vedpéndee at flytte hjarner,
kan man komme igennem alle de triple-asymptotiske trekaaée findes. Derfor har
de alle samme areal. O

9.3 Bolyai og Gauss

Frakas Bolyai, far til Janos Bolyai (se afsnit 7.10), vardgsatematiker. Den unge
Janos fik lov til at udgive sine opdagelser om den ikke-eigdiel geometri som et
tilleeg til en af Frakas’ bgger.

Frakas Bolyai 1775-1856.

Frakas sendte et brev til tidens (og maske alle tiders)tstaratematiker Karl Friedrich
Gauss. Her fortalte han om sgnnens nye geometriske opdagel$ad Gauss om at
vurdere sgnnens arbejde. Gauss og Frakas var gode venrgarés studietid ved
universitetet i den tyske by Gottingen, og Gauss var dest&autoritet, nar det gjaldt
vurderingen af Janos’ opdagelser.

Karl Friedrich Gauss 1777-1855.
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Gauss skrev tilbage, at han allerede selv havde taenkt diskertom en sadaikke-
euklidisk geometriHan havde ikke udgivet noget om emnet, men han var kommet
frem til de samme resultater som Janos. Janos blev natigriiggget sur over svaret fra
Gauss, og han publicerede aldrig efterfglgende noget oneeat har senere vist sig,

at Gauss faktisk talte sandt, og at han nogle ar far Lobaijesg Janos Bolyai havde
regnet pa konsekvenserne af en geometri, der byggede p&mdddregningerne,
som vi her skal fglge, stammer fra et brev fra 1832, som Gdtexsagende sendte til
Frakas Bolyai.

9.4 Arealfunktionen

Vi fglger her Gauss’ udregninger. L&dveere et punkt i Poincaré-skiven bgen linje,
som ikke gar igennem. Man kan nu konstruere en enkelt-asymptotisk trekant, hvor
Aer den ene vinkelspids. Dette gagres ved at treekke den mgeedom er L-parallel til
begge vinklens ben. At dette kan lade sig gare er der reddgjarafsnit 7.8. Vinklen
vedA kalder viv.

Figur 9.4: Dobbelt-asymptotisk trekant, konstrueret wdgunktetA og linjenl;.

Arealet af trekanten kan nu bestemmes ud fra vinKIE80° — v), som seetning 9.2.1
angiver:

Tagac = f(180° —v) (9.4.1)

Forleenges den ene af de ikke-asymptotiske sBi&rfar man et punkt pa cirkelperi-
ferien, som kalde®. Gennem de to punkt&® og D pa cirkelperiferien kan man nu
konstruere den rette linjle. Herved har vi konstrueret en triple-asymptotisk trekant
BCD, som er delt i to dobbelt-asymptotiske trekarB€Aog CAD.
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Figur 9.5: Triple-asymptotisk trekant, som er sammensti dbbbelt-asymptotiske trekanter.

Arealet af den triple-asymptotiske trekd@€ D er nu bestemt ved:
Taeep = Tasac+ Tacap = f(180° —v) + f(v) (9.4.2)

Denne formel geelder for alle vinkler<]0,180°[. Fra seaetning 9.2.4 ved vi, at alle
triple-asymptotiske trekanter har samme areal, og deted &alder vit. Vi kan derfor
konkludere, at:

t=f(180 —v)+ f(v) (9.4.3)
hvorv €]0,180C°[. Vi ser nu, hvad der sker, nar vi saetter 90°:
t=f(180° —v)+ f(v) = f(180° — 90°) + f(90°) = 2- f(90°)
)
3t = f(90°)

Dette resultat far vi brug for senere.

Vi ser nu pa en vilkarlig triple-asymptotisk trekaABC. PunktetO ligger inden i
trekanten. Vi kan nu konstruere tre dobbelt-asymptotisideintetAOB, AOCogBOC,
som det ses pa figur 9.6.

B

f(180° — (v +u))

Figur 9.6: Den triple-asymptotiske trekant er delt op i tobllelt-asymptotiske trekanter.
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Arealet afAAOBkan findes ud fra vinklen:

Tanos= f(V) (9.4.4)
og arealet al\AOCkan findes ud fra vinklen:

Tanoc= f(u) (9.4.5)

Vi vil nu finde arealet af trekanteBOC ved hjeelp af de to vinklev og u. ZBOC er
summen af vinklerng og u, og arealet af trekalB8OC er derfor:

Tasoc= (180" — (v+u)) (9.4.6)
Arealet af den triple-asymptotiske trekakBC ert, sa vi har falgende sammenhaeng:
t = Tanos+ Taaoc+ Tagoc = f(V) + f(u) + (180 — (v+u)) (9.4.7)
Da(v+u) €]0,180| far vi ved at indseette i formel.8.2 at:
f(180° — (v+u)) + f(u+v) =t (9.4.8)
Ved nu at sammenseaette 9.4.7 og 9.4.8 far vi:
t="f(v)+f(uy+t—f(v+u) < f(v)+f(u) = f(v+u) (9.4.9)

for u,v, (u+v) €]0,180].
Vi har nu to vigtige observationer om funktionén

1. f(90°) = 3t
2. f(v)+f(u)=f(v+u)

En funktion, der opfylder punkt 2, kaldes for en additiv ftiok. Vi vil i naeste afsnit
undersgge denne type funktion neermere. Vi har endnu toaiserer om funktionen
f:

3. f er en kontinuert funktion af vinklen

4. f afheenger af stgrrelsen af Poincaré-skiven, dvs. af rafislgween.

9.5 Additive-funktioner

| dette afsnit vil vi vise fglgende resultat for den additivektionenf, som er beskre-
vet i afsnit 9.4.



108 KAPITEL 9. AREALET AF IKKE-EUKLIDISKE TREKANTER

Seetning 9.5.1.For den additive kontinuerte funktion f, som er defineretrgérival-
let]0,180°[, geelder at:

f(rx) =r-f(x)

hvis rx€]0,180°[, x€]0,180°[ og r € R .

Vi kan fagrst overveje, hvad der sker, hvier et helt tal. Hvad vil der f.eks. ske, hvis
r=2°7?

f(2°)=1f(1°+1°)=f(1°)+ f(1°) =2- f(1°) (9.5.1)
Hvis v = 3° kan man bruge samme trick:
f(37)=1f(1"+2°)=f(1°)+ f(2°) = f(1°)+2- f(1°) =3- f(1°) (9.5.2)

Sa leenge vinklen er et helt, tal som ligger i interval®t.8C°[, vil man kunne bruge
denne fremgangsmade, og man far derfor:

f(n°)=n-f(1°) (9.5.3)
forne N.
Ved samme tankegang indser man fglgende:
f(nx) = f(x+x+n~-~+x) =f(x)+ f(x)v+~-~+ f(x) =n-f(x) (9.5.4)
n

hvorn e N ognx€]0,180°].
Vi vil nu se, hvad der sker, narer en brgk. Farst observeres fglgende:

f(8x) = f(a-£-x)=a- f(£x) (9.5.5)

daajo er et helt tal. Vi mangler nu at finde ud af, hvad der sker rf@j() og for at
finde ud af det, laver vi fglgende omskrivning:

f(x) = (2 =b- (10

Vi har altsa nu fglgende:
f(28x) =a-f(ix) =2 f(x) (9.5.6)
Vi har nu vist fglgende resultat:
f(gx) =q- f(x) (9.5.7)

nargx €]0,180°[ og g € Q.. Vi har altsa vist seetning 9.5.1, naer et helt positivt
tal eller en positiv brgk. Det er lidt mere besveerligt at vissultatet for alle positive
reelle tal. Vi vil ikke lave beviset her, men det kan findes]igdéle 196-197. Det er i
denne del af beviset, man har brug for oplysningen onfi,eatkontinuert.
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9.6 Arealfunktionen

Lad os se pa, hvad vi nu ved om denne arealfunkfion

1. f(90°) = 3t

2. f(v)+f(u)=f(v+u)

3. f(rx) =r-f(x) forr,rx €]0,180°[ogr € R+
Ved hjeelp af punkt 1 og punkt 3 kan vi finde et nyttigt udtryk fqw):
Vo v

(90°) = — dt= 2t (9.6.1)

f(V) = (o= 90) = o5 3= 155

o9 T3
her ert arealet af en triple-asymptotisk trekant.

9.7 Arealet af en vilkarlig trekant

Vi er nu Klar til at finde arealet af en vilkarlig ikke-eukligk trekant. Vi forestiller os
en trekant i Poincaré-skiven (figur 9.7). Trekanten kalaesABC. LinjestykketAC
forleenges tilC's side, som det ses pa figuren.

Figur 9.7: Den ikke-euklidiske treka®BC. SiderneAC, CB og BA forleenges til den ene side. Herved
kan man konstruere en triple-asymptotisk trek&&C’.
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SiderneCB og BA forleenges pa tilsvarende made. Herved har vi tre punkteirkelc
periferien, som vi kalde®’, B’ og C'. Ud fra disse tre punkter kan vi konstruere en
triple-asymptotisk trekarmd’B'C’, som det ses pa figur 9.7.

Ved at betragte figuren ses det at fglgende ligning kan tgsstil

t="f(A)+f(B)+ f(C)+Taasc (9.7.1)

hvorT er arealet af trekantedBC. Ved nu at bruge 9.6.1 kan vi regne videre:

t= 2y By Syt
~ 180 ' 180 ' 180
0

A+B+C

= T
t="—"gg t+

A+ B+c:t B <18CP— (A+ B+C))
1800 180

Vi har nu vist falgende resultat for arealet af en ikke-edikk trekant:

Seetning 9.7.1.Arealet af en ikke-euklidisk trekant er givet ved:

T_ 180° — (A+B+C) .
- 180

b

hvor t er en positiv konstant, som ogsa er arealet af de trgsgmptotiske trekante

Ligheden med formel 6.3.1 er tydelig. Da vi har forudsat,ratket er stgrre end nul,
kan vi ved hjeelp af seetning 9.7.1 konkludere:

Seetning 9.7.2.Vinkelsummen i enhver ikke-Euklidisk trekant er mindre E8(@.




Kapitel 10

Og hvor blev vores verden af?

Grunden til, at vi i kapitel 1 startede med at interessereocogyeéometri, var, at vi
ville undersgge det fysiske rum (se side 3). Vi har i alle dedéende kapitler set
pa tre forskellige geometrier, som alle er matematisk neutitier konsistente: den
euklidiske geometri, den sfeeriske geometri og til sidst itka-euklidiske geometri.
De overvejelser, vi har gjort os, har veeret meget abstrakjelet er her ved enden
meget neerliggende at undre sig over, hvordan disse alistragivejelser skal opfattes
i forhold til vores forstaelse af rummet.

10.1 Fra 2 dimensioner til 3 dimensioner

De tre typer geometri, vi i de foregaende kapitler har setepalle to-dimensionale
geometrier. Sfaerisk geometri foregar godt nok pa overflaflen 3-dimensional kugle,
men selve overfladen af en kugle er ogsa to-dimensional.Ndétaat de tre geometrier
bl.a. adskiller sig ved vinkelsummen i en trekant:

Mulige geometrier: Vinkelsummen i en trekant:
Euklidisk flad geometri 180
Sfeerisk elliptisk geometri > 180
Ikke-euklidisk hyperbolsk geometri <180

| slutningen af 1800-tallet fandt matematikerne pa at lavenasse forskellige geo-
metrier. De tre typer, vi har set pa, adskiller sig fra meengek, at de er de eneste
geometrier, hvor man kan flytte en trekant uden at eendre [iéevie og siderne. Man
siger, at disse tre geometrier har konstamimning Den euklidiske geometri kan ud-
vides til tre dimensioner, som vi kender det fra seedvanlig-geometri. Det viser
sig, at det ogsa er muligt at udvide sfeerisk geometri og idkididisk geometri til
tre dimensioner. Udvidelsen til tre dimensioner af de tat@djeometrier er vanske-
lig at forestille sig. F.eks skal udvidelsen af sfeerisk getrimses som geometrien pa
overfladen af en 4-dimensional kugle.

111
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10.2 Prikkers-rum-filosofi

For at at f4 en idé om, hvordan et krumt tre-dimensionalt rkah forstas, gar vi nu én
dimension ned. Vi vil nu se, hvordan en to-dimensional pglever det rum, den lever
i. En prik er altsa i denne sammenhaeng et vaesen, som levemiehdioner og rumligt
kun kan forsta to dimensioner. En prik er altsa flad og prilskeim er to-dimensionalt.
For at forklare, hvordan prikkens rum-forstaelse eendrégiggennem tiden, er der i
naeste afsnit (10.3) en lille tegneserie om prikken (need&).si
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10.3 Historien om prikkerne

& °
77777

Farst troede prikkerne, at de boede pa
en flad linje i et to-dimensionalt rum.
Prikkerne kunne lave geometri i to di-
mensioner, hvor vinkelsummen i en
trekant er 1860.

Prikkernes geometri kunne dog stadig
bruges. Prikkerne kunne bruge geo-
metrien til at finde afstanden til andre
cirkler i det to-dimensionale verdens-
rumme.

Prikkerne havde meget sveert ved at
forestille sig denne tre dimensionale
kugle. De var jo kun vant til at teenke

i to dimensioner. Men de kunne ikke
finde nogle argumenter, der kunne
udelukke kuglen som en mulighed.
Endnu mere kompliceret blev det den
dag, en af prikkerne foreslog, at prik-
kernes verden var en Poincaré-skive,
hvor vinkelsummen i en trekant er
mindre end 180 Der var nu tre mu-
ligheder for prikkernes geometri.

En dag gik det op for prikkerne, at de

boede pa en cirkel. Cirklen var bare

sa stor, at prikkerne havde troet at den
var en flad linje.

En dag var der en prik, der foreslog at
prikkernes rum |a pa overfladen af en
tre dimensional kugle. Her ville vin-
kelsummen i en trekant veere stgrre
end 180.

For at finde ud af, hvilken geometri
der var den rigtige, var prikkerne ngdt
til at male vinklerne i en stor trekant.
Hvad vinkelsummen i den store tre-
kant malte, melder historien ikke no-
get om.
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10.4 Hvilken geometri lever vi sa i?

Nar vi skal afgare, hvilken geometri rummet har, er vi ngidatiga ud og male. Pa
samme made somrikkerne sa kan vi male vinkelsummen i en trekant og derved
afggre rummets natur. Det forteelles, at Gauss, efter opgtagef ikke-euklidisk geo-
metri, regnede pa vinkelsummen af en trekant, som var udsipaéire bjergtoppe
Gauss kunne, inden for maleinstrumenternes usikkerhke gfgare, om vinkelsum-
men var over, under eller preecist 28R\f seetning 9.7.1 sa vi, at vinkeldefekten
(180° — (A+B+C)) er proportional med trekantens areal. En stor trekant ltsta
fremhaeve vinkeldefekten, hvis den er til stede, mere endlenrekant. Lobatjevskij
malte ogsa, som Gauss, pa en stor trekant udspaendt af stjgimes samt Jordens
placering til to forskellige tidspunktérHeller ikke her kunne der méles en afvigelse
fra 180, som l& inden for maleusikkerheden. Efter disse udregnikgekluderede
Lobatjevskij, at det fysiske rum godt kan antages at veerédisk eller fladt.

Den euklidiske geometri er altsa en ganske god beskrivélsaramet, sa leenge
afstandene ikke er alt for store. Men hvad nu, hvis afstaaddimer endnu stgrre end
den trekant Lobatjevskij s& pa? Hvordan ser det sa ud? Dette spargsmal, som
moderne astronomer og kosmologer beskeeftiger sig med, ogemé&kke kommet
frem til et endeligt resultat.

10.5 Einsteins relativitets teori

| 1915 udgav den tysk fagdte fysiker Albert Einstein den bay@éndealmene relativi-
tets teori Einstein arbejder i denne teori med et 4-dimensionalt restdende af de tre
rumlige koordinater og en fjerde koordinat, som er tident®sum kaldes rum-tiden.
Ifglge relativitets teorien kan tyngdekraften beskrivesieen krumning af rum-tiden.
Nar Jorden roterer omkring solen, er det altsa ikke, fortirstreekker i Jorden, men
fordi Jorden hele tiden falder ned i det hul, som solens miasee i rum-tiden.

Den fire-dimensionale rum-tid er et rum, som krummer i nasghexd store masser.
En af konsekvenserne af en sddan krumning er, at lys vil bfivgjet, nar det passere
store masser som f.eks. solen (det antages, at lys vil feltg Imjer i rummet, dvs.
den korteste vej). Allerede i 1919 kunne man eksperimeatg#ire, at lys faktisk blev
afbgjet, nar det passerede solen, og at rummet derfor kruinngerheden af store
masser.

Rummet er altsa krumt i lokale omrader omkring store mag¥er findes steder
i universet, hvor der er ekstremt stor masse pa et megebliigdde, sdkaldte sorte
huller. Rummets geometri i neerheden af sddanne sorte lkulien vis forstand ikke-
euklidisk.

Vores interesse har dog ikke veeret sddanne lokale egemslexbeummet. Vi har
fokuseret pa geometrien af det globale billede. Hvilkerakgar, den globale geometri

1[11] side 872
2[1] side 95.
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har, er afhaengigt af den samlede masse i hele rummet. Dettgsspal er endnu ikke
afgjort.



Kapitel 11

Appendix

11.1 Modstrids beviser

Et modstrids bevigller etindirekte beviser type bevis, som bruges meget ofte hos
Euklid (og i meget anden matematik). Modstrids beviser kaamesmeget forskellige,
men de bygger alle pa den samme overordnede strategi.diratean beskrives pa
falgende made:

1. Starter med et udsagh

2. Laver helt korrekte udregninger, hv@rindgar.

3. Kommer frem til noget, som er abenlyst forkert, som f.ek2= 1.
4. S& ma udsagnét veere forkert.

Ideen med et modstrids-bevis er nu, at man laBereere det modsatte af det, man
gnsker at bevise. N& er falsk, er man kommet frem til det, man gnskede.

Eksempel 11.1.1.Vi vil nu se et simpelt eksempel pa et modstrids bevis. Ungjeriv
beviset henvises der til punkter fra ovenstaende opdefinggamentek

Seetning 11.1.2 For alle ne N geelder:
n® er et lige tal= n er et lige tal (11.1.2)

Bevis. Vi vil gerne bevise, ah er et lige tal. Vi vil nu antage det modsatte af det, vi
gerne vil bevise (punkt 1), dvs:

P :nerulige (11.1.2)

1Eksemplet er hentet fra [23] side 56
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Vi vil nu lave udregninger, hvor udsagn€tindgar (punkt 2). Dan er ulige, ma der
findes et helt tak, sa:

n=2k+1 (11.1.3)
og regnes der videre pa dette, far man:
N = (2k+1)% = 4k + 1+ 4k = (4% +4K) + 1 = 2(2k® + 2k) + 1 (11.1.4)

hvorved det ses, af® er et ulige tal. Men vi ved jo ogs4, af er et lige tal. Vi er nu
kommet frem til noget, som er abenlyst forkert (punkt 3). &tkan ikke bade vaere
lige og ulige. Sa ef forkert (punkt 4) n er derfor lige og seetningen er bevist. [
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11.2 Brug af litteratur

Kapitel 2:

Jeg har hovedsageligt brugt Thyra Eibes danske oversesttfdtsiklids Elementef5]
0og en engelsk kommenteret oversaettelse af Heath [14]. Miderkil afsnittet om
underforstaede aksiomer har primeert vaeret [9] og [3].

Kapitel 4:

For faktuelle oplysninger om de historiske personer habjegt DSB [26].

| forbindelse med Al-Tusi og Wallis har min primeere kilde e¢eBonola [1], og til
Legendre-delen har den primeere kilde veeret [6] hvor Legendprindelige bevis er
oversat til engelsk. Med hensyn til fremstillingen af Leden har jeg veeret meget
inspireret af fremstillingen i Erik Kristensenkkke-Euklidisk Geomet[4].

Kapitel 7:

Min primeere kilde har her veeret den danske overseettelsebatjerskijsGeometriske
Undersggelser over Teorien for Parallelle Linigf]. Fremstillingen er inspireret af
Erik Kristensensikke-Euklidisk Geometf#].

Kapitel 8:

Den primeere kilde har veeret Marvin Jay Greenbéfgslidean and Non-Euclidean
Geometries - Development and Hist¢y.

Kapitel 9:

Den primeere kilde er Gauss’ oprindelige brev, som kan findieg]i Igen er fremstil-

lingen inspireret af Erik Kristensenkkke-Euklidisk Geomet{#].

Kapitel 10:
Kilderne til afsnittet om relativitetsteori har hovedshgevaeret [2], [25], [24] og [12].
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Kapitel 12

Hensigter

Jeg vil i dette kapitel beskrive de hensigter, jeg har haftl nmspirationsmaterialet
i de foregaende kapitler. Jeg vil beskrive, hvilke oplegelgg forestiller mig, at en
gymnasieelev kan fa ved at la&ese materialet og overvejefdvoetop ikke-euklidisk
geometri og dennes historie er interessant med henblik géruisning af unge men-
nesker. Jeg vil i denne forbindelse undervejs komme ind yilkkehmatematiske kom-
petencer der vil blive stimuleret ved at lsese materialgf.ntéder mig her til de otte
undergrupper som matematisk kompetence er opdelt i. Depaheliag er beskrevet i
KOM-arbejdsgruppens rapport 'Kompetencer og matematikize[18].

| det efterfglgende kapitel 13 vil jeg beskrive de enkeltar@nger, jeg har med
at undervise elever pa gymnasialt niveau i ikke-euklidiskmgetri. Til sidst vil jeg i
kapitel 14 overveje, om eleverne faktisk fik de oplevelssy, gnskede, og om man
overhovedet kan forvente, at elever pa gymnasieniveaukea znskede oplevelser.

Kompetencer

| KOM-arbejdsgruppens rapport [18] beskrives matematmketence som:

... en matematisk kompetence er indsigtsfuld parathed hibadle hen-
sigtsmeessigt i situationer, som rummer en bestemt slagsmaask ud-
fordring ([18] side 43).

Jeg vil kort skitsere de otte kompetencer, som matematigigfeed opdeles i. Beskri-
velsen er hentet direkte fra KOM-arbejdsgruppens rapport.

Tankegangskompetencen

Kompetencen bestar i at veere klar over, hvilke slags sp@igsom er karakteristiske
for matematikken, i selv at kunne stille sddanne spgrgsgdlat have blik for hvilke

typer af svar som kan forventes. At handtere givne matekeatisgrebers raekkevidde
og begreensning. At forsta hvad der ligger i generaliserinpaematiske resultater.
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At kunne skelne, bade passivt og aktivt, mellem forskekiiggys matematiske udsagn,
pastande, betingede udsagn, definitioner, seetninger opéminger ([18] side 47).

Problembehandlingskompetencen

Kompetencen bestar i at kunne opstille, detektere, fomaukfgraense og preecisere
forskellige slags matematiske problemer. At kunne lgsarsde matematiske proble-
mer i feerdigformuleret form ([18] side 49).

Modeleringskompetencen

Kompetencen bestar i at kunne analysere grundlaget for egs&gber ved forelig-
gende modeller. At kunne bedgmme deres raekkevidde og hbkthaAt kunne ud-
fore aktiv modelbygning i en given sammenhaeng, dvs. at nmgtematik i spil og
anvendelse til behandling af anliggender uden for matdsketi selv ([18] side 52).

Raesonnementskompetencen

Kompetencen bestar i at kunne fglge og bedgmme et matemagsinnement. At
forstd hvad et matematisk bevis er. At kunne udteenke og gefmme raesonnementer
pa basis af intuition ([18] side 54).

Repraesentationskompetencen

Kompetencen bestar i at kunne forsta og betjene sig af filiggkslags repraesentatio-
ner af matematiske objekter, feenomener, problemer etigatginer. At kunne forsta
de indbyrdes forbindelser mellem forskellige repreesemtaformer for det samme
sagsforhold ([18] side 57).

Symbol- og formalismekompetencen

Kompetencen bestar i at kunne afkode symbol- og formelspkbgunne behandle
og betjene sig af symbolholdige udsagn og udtryk. At haveigid karakteren af og
'spillereglerne’ for formelle matematiske systemer (skpaksiomatiske teorier) ([18]
side 59).

Nar jeg efterfalgende omtaler denne kompetence vil det vdemdindelse med
den sidstnaevnte del vedrarende aksiomatisk teori.

Kommunikationskompetencen

Kompetencen bestar i at kunne seette sig ind i og fortolkeesndiatematikholdige tek-
ster. At kunne udtrykke sig pa forskellige mader og pa fdtigleniveauer af teoretisk
eller teknisk preecision om matematikholdige anliggenflis3](side 61).
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Hjeelpemiddelkompetencen

Kompetencen bestar i at have kendskab til eksistensen otslegigerne ved diverse
former for relevante redskaber til brug for matematisk stmahed og have indblik i
deres muligheder og begraensninger i forskellige slagatsiuer. At betjene sig af
sadanne hjeelpemidler ([18] side 62).

Kompetencerne i sammenspil

Det er klart, at det kun er meget fa situationer, som blot keragller stimulerer en
enkelt af de otte kompetencer. For det meste vil man se et saspit mellem to

eller flere af kompetencerne. | det fglgende vil jeg fremhaavitke kompetencer der
hovedsageligt bliver brugt i en given situation.

Et historisk forlgb

Jeg har fra projektets start veeret bevidst om, at jeg vilbggkeen historisk vinkel pa
materialet. Ikke for at pakke emnet peent ind eller ggre matikien lettere at sluge,
men fordi jeg synes historien er rigtig god og afspejler rogyitige aspekter ved den
ikke-euklidiske geometri.

Bade historisk og mere matematik-tekniskziklids Elementedet mest naturlige
udgangspunkt. Dels er de nogle af de farste serigse geskeetderker, man kender,
og dels beskriver de den flade geometri, som eleverne keradskdlen.

Efterfglgerne (Al-Tusi, Wallis og Legendre) er taget medlafe grunde. For det
farste for at illustrere, hvordan Euklids stil fares viddderudover for at vise, hvordan
tilgangen til geometri alligevel har sendret sig igennenitanisn. Og sidst, fordi de re-
sultater, som de historiske personer kommer frem til (tshetler ubevidst), giver os
en forstaelse af problemets kerne. Her far eleverne brukpimmunikationskompe-
tencen nar de skal seette ind i og fortolke de forskellige matenea¢i& tankegang.

Derudover viser historien ogsa, hvordan matematikken sdengkab har udviklet
sig. Et vigtigt punkt i forbindelse med denne udvikling et,fa eleverne til at se,
hvordan forskellige tilgange til det samme emne kan give fodskellige resultater.
Jeg taenker her pa de forskellige tilgangé®Bt en udvikling fra at vaere sikker g&bs
gyldighed (aksiom eller gj) til at kunne seette spargsmdifstedP5 og overveje andre
muligheder. At fa indsigt i dette kraeveankegangskompetencdios eleverne.

Mit hab er, at eleverne nar de er kommet igennem dette hi&mforlgb, har for-
staet, hvor vigtig Euklid er i matematikkens historie. Ddraver haber jeg, at eleverne
forstar, hvordan matematik hele tiden videreudvikles \&dnatematikere tager for-
gaengernes problemstillinger op og arbejder videre pa dem.
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Aksiomsystemet

Forstaelse af ikke-euklidisk geometri haenger ulgseligtrsan med forstaelse af ak-
siomsystemet for geometrien. Jeg har derfor valgt at liggevsegt pa, at eleverne skal
forsta opbyggelsen af, ngdvendigheden af og spilleregliemgeometriens aksiomsy-
stem. Dette vil udfordre elevernegmbol- og formalismekompetencea et niveau,
som de ikke er vant til fra hverdagens matematiktimer.

Helt naturligt har jeg i denne sammenhaeng ogsa lagt stor péede forskellige
aekvivalenser tiP5. Eleverne skal forsta, at de aekvivalente postulater skédlige,
men at de dybest set har samme konsekvens for udfaldetdaltsgesulterende geo-
metri. Det kreever en temmelig abstrakt udnyttelsespfaesentationskompetencen
at forsta, at de sekvivalente postulater i denne henseerateser

For at forsta aksiomsystemet og det geometriske systemrmj@meat det er af
afggrende betydning, at eleverne ser systemet i brug. Detfgniste omgang sige,
hvordan postulaterne blive brugt til at bevise saetninggsenere hvordan seetninger,
som allerede er vist, kan bruges til at bevise en ny saetmaggqnnementskompe-
tencen). Dennesaetning pa saetninffemgangsmade, som er typisk for Euklid, har jeg
gerne ville fremhaeve. Et sadant forlgb har jeg fokuseretgbsnit 2.5. For at gare det
nemmere for eleverne at fglge brugen af postulater og sgetninar jeg for det meste
angivet, hvilket postulat eller hvilken saetning, der biibeugt. Jeg kan veere bange for,
at laeeseren nemt kan fristes til ikke at konsultere de retevssetninger og postulater
tidligere i materialet. Hvis dette er tilfeeldet er der stawef for, at laeseren vil ga glip
af nogle vigtige pointer, og at aksiomsystemets styrkeadakke bliver tydelig for
leeseren. Derfor har jeg vedlagt en oversigt over de postubgtsaetninger, som bliver
brugt mest. | beviset for de to saetninger af Legendre (afisf)tstiller jeg en opgave,
hvor eleverne skal finde ud af, hvilke postulater der bruggdivornar de bruges. At
lgse denne opgave vil kreeve en mere aktiv udnyttelseeabnnementskompeten-
cen end eleverne er vant til. De skal nemlig selv ind og vurdevad bevisets enkelte
skridt kreever og endda finde fejlen i Legendres anden saetning

Beviserne og udregningerne er selvfglgelig ngdvendigafdorsta emnet. Det
er mit hab, at eleverne, nar dette er gjort, alligevel komtilext se ind bag ved alle
de tekniske detaljer og forstd, hvilken matematisk strykter ligger som fundament
(symbol- og formalismekompetencemsammenspil methnkegangskompetencen

Modeller

Hele forlabet med at forsta aksiomsystemet og indfarelédke-euklidisk geometri
er en temmelig abstrakt proces. Modellerne af den ikketgigkle geometri spiller en
afgarende rolle som noget konkret at haenge denne abstrakeenatik op pa.

Det er mit indtryk, at Poincarés skive-model er nemmere i@sfile sig intuitivt
i forhold til gvre halvplans-modellen. Konstruktionerngkive-modellen er desveerre
meget vanskelige. Det kraever f.eks. en helt stribe (ewdkejikonstruktioner at traekke
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den rette linje igennem to punkter. Der er derfor en vis fargdt pointerne med mo-
dellen vil forsvinde i tekniske problemer med at udfgre kardionerne i praksis. Jeg
har alligevel valgt at bruge skive-modellen som den primaeoelel i materialet. Det
har veeret mit mal, at leeseren skal fa et intuitivt forholdhilordan rette linjer ser ud
i modellen. Opgaver, hvor eleven i praksis konstruereei@tjer, er selvfglgelig med
til at fremme denne intuitive forstdelse. Gennemgangenegihdres anden saetning
(afsnit 8.3) i Poincarés skive-model er et eksempel pa &liphvor den intuitive for-
nemmelse kraeves. Selve konstruktionerne af de hyperbltgegennemfares ikke,
og leeseren skal have en intuitiv fornemmelse af, at nogetrgalligevel er muligt.
Skridtet fra at kunne lave en konstruktion i praksis til atidge oplysningen om, at
konstruktionen er mulig, vil kreeve en intuitiv brugtahkegangskompetencen

Konstruktioner i gvre halvplans-modellen er meget nemraénedfgre i praksis.
Jeg har derfor valgt at indfare modellen via opgaver. Herdtaverne i hgjere grad end
med skive-modellen udfare konstruktioner. F.eks. er detlmmmeligt at gennemfare
alle konstruktionerne i forbindelse med Legendres andenisge(opgave 8.8.3). Jeg
anser det for vigtigt, at eleverne selv arbejder med dissgetter, sa de praver det pa
deres egen krop. Det er oplagt, at gvre halvplans-modetiggels i denne sammen-
haeng.

Hvis modeleringskompetencerskal nsevnes i denne sammenhaeng, bliver det i en
lidt anden forstand, end man normalt vil ggre. Normalt vilmalvikle noget mate-
matik til at beskrive en bestemt situation uden for matekkati. | denne her sam-
menhaeng spiller modellerne en noget anden rolle. Modellermer noget, som giver
mening til den matematik, som vi har udviklet. Det er i en wdsstand omvendt brug
af modeleringskompetencenModellerne er en repraesentation af den ikke-euklidiske
geometri, derfor sker forstdelsen af modellerne ogsa i samspil medepraesenta-
tionskompetencen

Det er min egen erfaring, at jeg farst rigtig forstar et maatisk emne, nar jeg selv
har arbejdet med det i praksis (ikke-euklidisk geometriuske). Jeg er overbevist
om, at dette ogsa vil geelde for hovedparten af eleverne i ggieh Modellerne skal
netop give eleverne denne oplevelse.

Konstruktion

Konstruktion med passer og lineal spiller en vigtig rollendervisningsmaterialet. De
grundleeggende konstruktioner bliver indfgrt som opgawpgéverne 2.4.6, 2.4.7 og
2.4.8), og det er min forestilling, at eleverne skal arbeyal opgaverne for derved at
blive fortroelige med hvordan konstruktionerne foregaraksis pjaelpemiddelkom-
petencer). Den made, vi anvender konstruktionerne, i materialebedét meste af
mere abstrakt karakter. Konstruktionerne bliver brugtglgénde made: det er muligt
at konstruere den vinkelretted, lad nuAB veere denne vinkelrette osv. Konstruktio-
nerne kommer her til at indga som en det@sonnementskompetencerDet vigtige
her er ikke, hvordan konstruktionen bliver udfart, men kenfdktum at konstruktio-
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nen kan lade sig gare.

| kapitel 7, om ikke euklidisk geometri, bliver konstruktierne brugt i den sid-
ste forstand. Eleverne skal for det farste forsta, at kaktitnerne er mulige i ikke-
euklidisk geometri (absolut geometri) og for det andet; &twm har brug for at vide, at
konstruktionen kan lade sig gare. Dette er en vanskelithogegangskompetence
kreevende proces.

| forbindelse med behandlingen af Poincarés modeller ltafyedet det vigtigt,
at eleverne laerer, hvordan man rent praktisk kan treekke perbglske linjer. Dette
omfatter desveerre nogle vanskelige euklidiske konsioakti, som godt kan forvirre
en del. Eleverne skal her skelne mellem de euklidiske higadpstruktioner og de
hyperbolske konstruktioner.

Det er mit hab, at eleverne gennem materialet skal laere dé lddn praktiske
udfgrelse af konstruktioner med den mere teoretiske brugragtruktionerne.

Et glimt af en anden verden

Overordnet har mit gnske med undervisningsmaterialettvaerykke ved elevernes
rum-opfattelse. Jeg har valgt at kalde denne oplevelsetfgimt af en anden verden
Denne oplevelse kan, som jeg ser det, deles op i fire skridt.

1 2. 3: 4:
Rum-forstaelse Matematisk Grundlaget er Ny forstaelse af
er grundlag for ikke entydigt. rum.

geometri. geometrien.

Mit gnske har veeret at guide eleverne igennem disse firetskiié fire skridt skal
tages for, at eleven kan fa den fuldeglimt af en anden verdesplevelse. Jeg vil kort
kommentere hvert skridt:

1. Farste skridt indebeerer at indse, at vores forstaelseeskribelse af rum er
knyttet til geometriske begreber som punkter, linjer, plang trekanter. Det
handler her om at noget meget fysisk, nemlig det rum vi leyekal gares til
matematik i form af geometri. | farste omgang euklidisk getnmJeg vil tro, at
dette fgrste skridt er temmelig abstrakt for eleverne, dyilkraeve veludviklet
modelleringskompetencefor at forsta dette skridt. Fordelen er, at eleverne pa
forhand er meget fortrolige med selve modellen; altsa d&tidiske geometri. |
undervisningsmaterialet bliver dette skridt taget atleredet indledende kapitel
1.

2. Dette skridt handler om, at eleven forstar meningen meabstulat og et ak-
siomsystem; altsa brug &ymbol- og formalismekompetencenMen ogsa at
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eleven forstar, at den velkendte geometri nagdvendigvigeypa et sadant ak-
siomsystem. | materialet bliver dette skridt hovedsagé&diget i kapitlet om Eu-
klids geometri (Kapitel 2). Eleverne skal ogsa kunne skeleiem definitioner,
postulater og seetninger. Det kreever og stimulrekegangskompetencen

Det handler her om at forsta, at det giver mening at snakkermgeometri, som
bygger paP1-P4 sammen med noR5. Dette skridt handler om at kunne lgs-
rive sig fra den seaedvanlige opfattelse af geometri. At taielte og forsta at det
faktisk giver mening at stille sadanne spgrgsmal. Det efTaakegangskom-
petencen som specielt bliver udfordret.

Med det sidste skridt skal eleven indse, at den megetabstyeometri, som er
blevet indfart i kapitel 7, kapitel 8 og kapitel 9 maske ikkesa virkeligheds-

fiern endda. Eleven skal slutte en kreds til farste skrioiy :ietop gik ud pa at
erkende, at rumforstaelse er taet knyttet til geometri. [péinale vil her veere
at eleven straks selv far lyst til at ga ud og male pa rummetsngéri. Dette

skridt er maske det mest abstrakte. Ogsa dette skridt \is, det tages, i hgj
grad stimulere elevertankegangskompetence



Kapitel 13

Erfaring

Jeg har i flere forbindelser holdt foredrag og undervist@igé gymnasialt niveau
i ikke-euklidisk geometri. De niveauer, jeg har stiftet beltskab med, er 2.g(A),
3.9(A), 2HF, og 2 HTX.

Statsgymnasiet

De erfaringer, jeg vil beskrive i dette kapitel knytter sl@h spgrgeskema-undersggelse,
som jeg foretog efter et foredrag pa Arhus Statsgymnasiwtdéd var 3.g, A-niveau.
Jeg vil kort skitsere det materiale, jeg valgte at gennendgdeato lektioner:

Dagens program

1. Indledende overvejelser om aksiomsystemet og ind@edl&uklids 5 postula-
ter.

2. Wallis’ bevis forP5 gennemgaes pa tavlen.

Vinkeldefekt indfgres og opgave 4.4.6 stilles.

W

Legendres anden saetning gennemgaes pa tavlen. En ebyeopejlen.

5. Sfeerisk geometri indfgres, illustreret ved en baskketBa¢tning om vinkelsum-
men i en sfaerisk trekant udledes.

6. Introduktion til ikke-euklidisk geometri.
7. Lobatjevskij 20 (7.3.1) gennemgaes.
8. Poincaré-modellen indfgres og udforskes af elevernkonatruktioner.

9. Overvejelser over rummet i det nye lys.
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Spgrgeskemaet

Efter timerne udleverede jeg et spgrgeskema med 7 spgrgsondlfeg bad eleverne
udfylde. Jeg vil i det falgende se pa svarene til 4 af dissegspeal. Gruppen jeg un-
dersggte var lille (12 udfyldte skemaer blev indleverepgigsmalene er formuleret
med henblik pa, at fa eleverne til at seette ord pa deres dptavé det falgende vil
hvert spargsmal veere efterfulgt af udvalgte svar. De, fttedgpeciale, mest represen-
tative og de mest interessante svar er udvalgt.

Hvordan oplevede du sveerhedsgraden af dagens stof i forhotd det matematik,
som du til dagligt ser?

1. Gennemgangen af de forskellige beviser var ikke voldawiidrdrende - det
var mere selve forstaelsen pa det abstrakte niveau, denteressant og udfor-
drende.

2. Egentlig var det ikke sa sveert ... det svaere var nok, atatebvholdsvist filo-
sofisk i forhold til det, vi plejer at beskaeftige os med.

3. Ikke seerlig sveert, men meget anderledes. Man skulle tatekieandre baner.

4. ...det var forstaeligt, men det var nok lidt meget at fadtrinhovedet i Igbet af
kun 3 timer.

Nar eleverne her giver udtryk for, at stoffet ikke var svaset, jeg det som et udtryk
for, at de enkelte argumenter i beviserne ikke var mere \diggkend, hvad de er vant
til, og at eleverne besidder den ngdvendiggsonnementskompetenceSvarene 1-3
giver udtryk for, at vanskelighederne havde abstrakt ogdilick karakter. Jeg leeser
disse som et udtryk for, at der i materialet bliver lagt mesegv pa brug afanke-
gangskompetenceng Symbol- og formalismekompetencenend man ssedvanligvis
g@r i gymnasiet.

Svar 4 giver udtryk for en meget vigtig pointe: to lektionerstet ikke nok til
at komme igennem alle dele af historien. Min idé med dageredfag var at give
eleverne, ikke hele historien, men dog et indblik i hver édirdked, dvs. Euklid, nogle af
efterfalgerne, sfeerisk geometri, ikke-euklidisk geomegrmodellerne. Jeg ville give
eleverneet glimt af en anden verdesplevelsen og falte det derfor ngdvendigt strejfe
hver del. Dette eendrer dog ikke pa, at to lektioner ikke ertil@k komme hele vejen.
Det ville nok veere mere passende med to lektioner til hveekdlel.

Hvad fangede mest din interesse i lgbet af de tre timer?

1. Eksemplet med basketbolden gav rigtig god forstaelsmatakan forholde sig
til noget konkret, som vi kender, ellers bliver det nogetndeefinder sig som
noget teoretisk matematik.
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Den sfeeriske geometri.
Selv at skulle lave "lige linjer"i Poincarés skive-madel

At lede efter fejl i matematiske beviser ...

a & w DN

Til allersidst, da jeg fandt ud af, at det, jeg havde tegmeidbeviste Legendres
anden seetning ... og sa det med basketbolden.

6. Opgaverne med vinkeldefekt.

7. Det medd(ABC) (vinkeldefekt) og opgaverne i samme omrade.
8. Det filosofiske aspekt.
9

. ...atenretlinje ikke ngdvendigvis var ret - i den nornaéattelse.

Der er ingen tvivl om, at den sfeeriske geometri har en positkning. Eleverne har
ingen problemer med at forestille sig, at man kan lave gedmpétoverfladen af en
kugle og den fysiske tilstedeveerelse af en kugle (i form akbtbolden) fanger de
fleste elevers opmaerksomhed. Denne koblingjadflpemiddelkompetencenog re-
praesentationskompetencemar staerk virkning pa eleverne.

De elever, som har taget eller er pa vippen til at tage detetrskfidt i et glimt
af en anden verdeaplevelsen, finder konstruktionerne i skive-modelleeiassante.
Jeg teenker her pa svar 3 og specielt pa svar 5.

To elever svarer, lidt overraskende, at de blev mest fanfgepgaverne om vin-
keldefekten (opgave 4.4.6). Problemet, som eleverne gkal er temmelig klart. Man
starter med et udtryk og skal sa ved simple udregninger kofmene til et andet ud-
tryk. Nar to elever bliver fanget af denne opgave, tror jeg,lthndler om, at de bliver
stimuleret af at brugeroblembehandlingskompetencenEn overskuelig regne op-
gave, som opgave 4.4.6, kan give nogle af eleverne en sumeestse, som maske
medfarer, at de vil have mere mod pa at forsgge sig med de meretiske dele af
materialet.

Hjalp opgaverne/konstruktionerne dig til forstaelse af ermet?

1. Ja, det gik farst rigtig op for mig, hvad det gik ud pa, dakuilke tegne parallelle
linjer.

2. Ja meget, lige til at starte med fattede jeg ikke, hvad iegles tegne, og da
jeg var kommet i gang, forstod jeg heller ikke helt, hvad jegnede, men lige
pludselig fattede jeg det, og sa var det vaeldigt illusttaga opgaven var god,
men lidt sveert tilgeengelig.

3. ...opgaverne omkring vinkeldefekt var ungdvendige, wggaverne omkring
Poincarés skive-model var gode og gav god forstaelse.
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4. ...dettvang mig til at indlaere det mere abstrakte stof.

5. De farste opgaver gjorde (vinkeldefekt), men de sidsiedgj mig bare forvirret
(Poincarés modellen).

De konstruktioner, der henvises til i spgrgsmalet, er koksibner i Poincarés skive-
model (opgave 8.4.4). Eleverne kan her lidt groft deles ogrupper: dem, der finder
opgaven god (svar 1-3), og dem der finder opgaven forvirrésalr 5). Jeg tror, det
handler om, hvor langt man er naet, altsa hvor mange skridthmataget i retningen

af et glimt af en ny verdemplevelsen. Hvis eleven har taget det 3. skridt, altsaddets

at grundlaget for geometrien ikke er entydigt, sa vil dissestruktionsopgaver have
en virkning, der kan sammenlignes med basketbolden.

Hvordan har min undervisning pavirket dit syn pa geometri?
1. Det har givet mig forstaelse for, at der findes andre forimregeometri . ..

2. Jeg har faet gjnene op for nogle langt mere tankeveekkaniteevessante per-
spektiver af geometrien, end man normalt arbejder med.

3. ...enretlinje er ikke ngdvendigvis, som vi normalt ofgiadet. Det handler om
udgangspunkterne.

4. ...geometri er stadig geometri, og sa findes der tilsyleglde bare en meerkelig
anden geometri.

5. Jeg er blevet mere glad for euklidisk geometri, da det tanitle veere meget
forvirrende.

6. Ja, nu tror jeg ikke pa noget mere.
7. ...for indviklet og abstrakt for mig, jeg kan bedst lide ta

8. At alt er relativt, selv matematik, som ellers er nogetgegsom entydigt.

Noget kan tyde pa at eleverne bag svarene 1 og 2 har tageed skridt. Eleven,
som giver svar 3, har helt sikkert taget det tredie skridthegd der er mere vigtigt
sa demonstrerer hans svar @det handler om udgangspunkteyea forstaelse af prin-
cippet med aksiomsystemet.

En enkelt elev giver udtryk for, at halmedst kan lide ta(7). Jeg ser det som et
udtryk for, at eleven helst vil regne opgaver, hvor resattat et tal. Sadanne opgaver
er sveere at stille inden for det emne, jeg har valgt.

5 af svarene har negativ karakter (svar 4-8), hvilket er tadtglvdelen af de ind-
leverede spgrgeskemaer. Dette passer med min egen oplefdéktionerne og de
andre erfaringer, jeg har med undervisning i emnet. Elev&em inddeles i to cirka
lige store grupper. Den ene del far en god og anderledesalpéemed materialet, og
de bliver til en vis grad chokeret (pa en positiv made). Detrearhalvdel fanger ikke
de overordnede pointer og finder emnet forvirrende og masttdaeusandt.



Kapitel 14

Konklusion

Jeg vil i dette kapitel samle op pa de overvejelser, jeg gjoné i kapitel 12 og sam-
menholde disse overvejelser med spgrgeskema-undersp@@kapitel 13.

Aksiomsystemet

Det store omdrejningspunkt i undervisningsmaterialetksicansystemet. For at fa
det optimale ud af materialet skal eleverne have en goddfelst af dette aspekt. |
spgrgeskema-undersggelsen gav eleverne udtryk for, aetbgt var den aksiomatiske
del af emnet, de fandt vanskelig. For at give et mere ovetgkindlede af dette aspekt
har jeg tilfgjet kapitel 5, hvor en skematisk beskrivelsalkdiomsystemet indfares.
Disse skemaer skal hjeelpe eleverne med at se bort fra alékdiske detaljer og gare
det klart, hvilken matematisk struktur der ligger bag.

Hvis eleverne skal fange de overordnede pointer med meggeadet af afggrende
vigtighed, at de far forstaelse for aksiomsystemet, pastuhe og spillereglerne for
aksiomsystemet. Mine erfaringer siger, at det er sveertrad dpnne forstaelse i en hel
klasse. Det er muligt, at et laengere forlgb (maske et paj viddretyde, at flere elever
far denne oplevelse.

Modeller

For de elever, der har fanget pointerne med aksiomsystegeredet ud til, at modellen
(skive-modellen) har den gnskede virkning. For de elearjlke har fanget de over-
ordnede pointer, kommer modellen til at virke forvirrenBa.enkelt elev giver udtryk
for, at han har haft eahaoplevelse med modellen:

Til allersidst, da jeg fandt ud af, at det, jeg havde tegnetdibeviste Le-
gendres anden saetning. . .
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Det er isaer sadanne oplevelser, modellerne skal give elevéeg vil tro, at arbejdet
med gvre halvplans-modellen kan give flere sddanne optyela konstruktionerne
her ikke er neer sa vanskelige.

Et glimt af en anden verden

At fremkalde denne oplevelse hos eleverne er en vanskaagpr Det er min erfaring,
at ikke alle elever er modtagelige over for denne oplev&#er min mening kan man
heller ikke forvente, at alle elever i gymnasiet er mateskatiodne nok til at fa denne
oplevelse. Det er dog ogsa min erfaring, at enkelte eleverer klasse (pa alle de
niveauer, jeg har stiftet bekendtskab med) far opleveBener tydeligt, at oplevelsen
ryster dem (positivt), og at deres nysgerrighed bliver veekk

Om brug i gymnasiet

Ikke-euklidisk geometri adskiller sig fra de obligatoesémner i gymnasiet ved, at det
ikke er fokuseret pa at lgse konkrete problemstillingetedist er emnet en introduktion
til at forsta matematikkens og specielt geometriens gamdDenne forskel kan godt
skreemme elever, som er mere fokuseret pa problem- og oggamet). Omvendt kan
andre elever fa nogle tankevaekkende og rystende oplevetstmaterialet som f.eks
et glimt af en anden verdawplevelsen. Det er vigtigt, at man som leerer, der skal
undervise i emnet, er bevidst om denne forskel.

Spergeskema-undersggelsen fra kapitel 13 viste, at sdsgntaelen af de enkelte
argumenter og beviser ikke var hgjere, end hvad elevernargrti. | forhold til det
tekniske niveau er det ogsa min opfattelse, at materialdt kgn bruges i forbindelse
med klasse-undervisning i gymnasiet. Det skal dog sigeke atest vanskelige beviser
fra kapitel 7 og kapitel 9 ikke blev gennemgaet den pageekldad. Grundigt arbejde
med disse mere vanskelige saetninger egner sig ikke umaltie¢ibklasseundervis-
ning. Det vil veere oplagt, at mere interesserede eleverdgdigse satninger - f.eks i
forbindelse med 3 ars opgave.

Bekendtgarelsen

| gymnasie-bekendtggrelsen for matematik pa A-niveau oijyBau gares det klart, at
matematikundervisningen, udover de obligatoriske enskat,indeholde tre aspekter,
hvoraf de to er:

Det historisk aspekt: Eleverne skal udbygge deres kendskab til elementer
af matematikkens historie og matematik i kulturel og sardfumaessig
sammenhaeng ([19] § 19.1).
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Matematikkens indre struktur: Eleverne skal udbygge deres forstaelse
af de for matematik karakteristiske tankegange og metogendsigt i,
hvordan disse indgar i udvikling og strukturering af matésike emne-
omrader ([19] § 19.1).

Undervisningen skal fremhaeve matematik som teoribygnirgpon sprog.
Begreber som abstraktion og generalisation diskuteresleogrbejdes
med aksiomatisk-deduktiv teoriopbygning ([19] § 19.2).

Envidere star der om behandlingen af disse aspekter:

Behandlingen af de tre aspekter skal sker i forbindelse redrudlingen
af de to hovedemner og gennem seaerlige undervisningsfattgtiglagt
med henblik pa et eller flere af aspekterne ([19] § 19.3).

Det er min overbevisning, at materialet daekker disse tokdspeng at forlgbet i ma-
terialet fint kan indga som det omtalte undervisningsfarlgb

| forbindelse med detistoriske aspektkan kapitel 2 bruges som en introduktion
til at leese Euklid. Forlgbet kan udvides med nogle af de segénj som findes i Thyra
Eibes danske overseettelse [5], men som ikke er behandlgerialat. At lsese Euklid
i den mere ra form, som det er praesenteret i [5], er for mig @k en stor oplevelse,
0g jeg er overbevist om, at mange gymnasieelever ogsa vibfgtnpositivt ud af
dette. Et sadan forlgb vil uden tvivl fremstille matematé gn made, som eleverne
ikke er vant til, men hvor enkelte elementer alligevel kankgmdes. Dette vil gge
reekkevidden af elevernd®mmunikationskompetence Det er min overbevisning,
at materialet giver den ngdvendige baggrund for, at eleveaiv kan arbejde med
sadanne udvalgte saetninger. Opgave 2.4.5 i materialee&sempel pa dette.

Matematikkens indre struktur er gennem hele materialet belyst ved fokuse-
ringen pa geometriens aksiomsystem. Her teenker jeg pa dededeomtales som
aksiomatisk-deduktiv teoriopbygninDenne del af aspektet kan veere sveer at nd med
de emner, man normalt ser praesenteret i gymnasiet. Mit ialatdian veere en made
at introducere dette aspekt i et speendende sammenspil medtdeiske forlgb.
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Summary in English

This material is divided into two separate parts. The first pansists of 11 chapters
of educational material, on non-Euclidean geometry fodsius in the Danish high
school. The second part contains some didactical thougimsecning the material
from the first part.

The subject of the educational material is non-Euclideamgery and the history
of non-Euclidean geometry. After a short introduction impter 1, the reader is in-
troduced to the first book aEuclid’s Elementsn chapter 2. This chapter is mostly
concerned with the five postulates of Euclid, some of the firgsbrems, and the use
of the parallel postulate. The next major part describs somEuclids successors
and their attempts to prove the parallel postulate using t first four postulates
of Euclid. The mathematicians introduced are Al-Tusi N&kidin, John Wallis and
Adrien-Marie Legendre. Spherical geometry is introducedhapter 6 as an example
of geometry that is different from the Euclidean geometnchapter 7 Non-Euclidean
geometry is presented as in Lobatjevsigesometrische Untersuchen zur Teorie der
Parallellinien As a model of this rather abstract geometry, the disc-motiélenri
Poincaré is introduced in chapter 8. In chapter 9 the readdvevtaken through some
calculations done by Karl Friedrich Gauss leading to an@sgion which connects the
area of a non-Euclidean triangle with its angles. Finalljmeayeneral thoughts about
space are presented in chapter 10.

In the didactic part, | describe my intentions with the miaieand what experiences
that | imagine a high school student would get out of readingy major reference in
this part is the reporKompetencer og matematikleerifiB]. As a part of the writing
process | did some teaching in non-Euclidean geometry iglagghool class. The last
two chapters is an analysis of this experience and a deseript how it influenced
the final result.
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